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Re´sume´
Le but de cette the`se est de proposer des outils nouveaux pour l’analyse et la conception de
machines paralle`les a translations, c’est-a`-dire des me´canismes paralle`les a` translations destine´s
a` l’usinage (Parallel Kinematic Machines ou PKM en Anglais).
Tout d’abord, un e´tat de l’art complet et actualise´ de la conception de PKM est pre´sente´,
avec une focalisation sur la synthe`se structurelle et ge´ome´trique de PKM a` translations.
On propose ensuite une notion nouvelle : l’espace dextre regulier (EDR). C’est une partie de
l’espace de travail dont la forme est re´gulie`re (cube, cylindre) et dans laquelle les performances
cine´tostatiques (amplification des vitesses, conditionnement) sont limite´es.
Deux me´thodes sont propose´es pour le calcul de l’EDR : l’une base´e sur l’analyse par inter-
valles qui garantit nume´riquement le re´sultat, l’autre base´e sur la discre´tisation du volume de
travail qui est plus rapide et intuitive mais qui ne garantit pas le resultat. Les deux me´thodes
sont comple´mentaires. Les caracte´ristiques d’une PKM inte´ressantes pour l’usinage sont quan-
tifie´es a` partir du volume de l’EDR et du rapport entre celui-ci et le volume de travail.
On forme ainsi de nouveaux indices de performance adapte´s aux PKM a` translations pour
optimiser leur ge´ometrie ou les comparer entre elles. Nous comparons par exemple diffe´rentes
PKM a` translations de type Delta line´aire et 3-UPU. Peu de travaux portent sur la comparaison
de PKM de familles diffe´rentes, ce qui fait l’inte´reˆt de cette contribution.
Notre deuxie`me contribution est une me´thode pour ame´liorer la rigidite´ des PKM a` trans-
lations en analysant l’influence des parame`tres ge´ome´triques qui n’influent pas sur le volume
de l’EDR.
Nous utilisons une me´thode existante qui mode´lise la flexibilite´ des membrures avec des
liaisons e´lastiques virtuelles. L’inte´reˆt de cette me´thode est sa ge´ne´ricite´ : elle peut eˆtre adapte´e
facilement a` n’importe quelle PKM. Nous l’implantons sous MAPLE, c’est-a`-dire sous forme
symbolique, ce qui est nouveau.
On obtient ainsi la matrice de raideur d’une PKM a` translations, l’Orthoglide (dont un
prototype est construit a` l’IRCCyN), en fonction des parame`tres ge´ome´triques et de la position
Carte´sienne, et on observe tre`s facilement l’influence de chaque parame`tre.
Utiliser une Me´thode Ele´ments Finis pour cette taˆche prendrait beaucoup plus de temps
car il faudrait remailler pour chaque configuration de la machine. L’analyse de l’influence de
chaque parame`tre permet de mettre en e´vidence les membrures critiques pour la rigidite´. Les
expressions symboliques des e´le´ments de la matrice de raideur e´tant impossibles a` visualiser
telles quelles (la taille de certains e´le´ments va jusqu’a` 10 pages), une de´composition en cascade
est propose´e pour faciliter cette taˆche.
Enfin, un couplage simple de l’analyse de rigidite´ avec l’analyse dynamique de l’Orthoglide
est propose´ et permet d’observer simultane´ment l’influence des parame`tres critiques sur la
rigidite´ statique et sur les performances dynamiques.
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Abstract
The aim of this thesis is to propose new tools for the design and analysis of translational Parallel
Kinematic Machines (PKM), which are translational parallel robotic manipulators aimed at
manufacturing.
First, an exhaustive state-of-the-art on PKM design is presented, and focuses on structural
and geometrical synthesis of translational PKM.
A new concept is then proposed: the Regular Dextrous Workspace (RDW). It is a part
of the workspace whose shape is regular (cube, cylinder) and the kinetostatic performances
(transmission factor, conditionning index) are bounded inside the RDW.
Two methods are proposed to determine the RDW : one is based on interval analysis and is
numerically reliable, while the other is based on Cartesian workspace discretization, is faster and
more intuitive but does not prove the result numerically. The two methods are complementary.
Interesting PKM features regarding manufacturing constraints are evaluated thanks to the
RDW volume and to the ratio between this volume and the workspace.
New performance indices fitting translational PKM constraints are then proposed and can
help optimising PKM geometry or compare several translational PKM. For instance, we com-
pare several Linear Delta PKM, a 3-UPU based PKM. Few papers deal with PKM comparison,
which is one interest of this contribution.
Our second major contribution is a method to improve translational PKM stiffness from
influence analysis of geometrical parameters that are not related to RDW volume.
We use an existing stiffness method that model links flexibility with virtual elastic joints.
A major advantage of this method is its genericity: it can be easily adapted to any PKM. We
implement this method with MAPLE, i.e. it is a symbolic implementation, which is new.
The stiffness matrix of a translational PKM prototype, the Orthoglide (built at IRCCyN),
is then computed as a function of the geometrical parameters and the Cartesian coordinates,
and one can easily observe each parameter influence.
If we had used a Finite Elements Method, it would have taken time to mesh the structure
for each Cartesian position. Analysing each parameter influence allows to display the critical
links regarding the machine stiffness. Symbolic expressions of stiffness matrix elements can not
be visualized as their size can vary up to ten worksheets, therefore a cascade decomposition is
proposed to make this vizualisation easier.
Then, the Orthoglide stiffness analysis is simultaneously conducted with dynamic analysis in
order to study the relationship between dynamic performances and static stiffness performances.
v
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Chapitre 1
Introduction
Les machines outils actuelles ont en ge´ne´ral une architecture cine´matique se´rielle, qui im-
plique que chaque axe motorise´ supporte l’axe suivant. L’Usinage a` Grande Vitesse (UGV),
qui est aujourd’hui une re´alite´ industrielle, met en e´vidence certains des inconve´nients de ces
architectures : les lourdes parties a` de´placer ne´cessitent une machine tre`s rigide, donc large-
ment dimensionne´e, afin de limiter les proble`mes de flexion, en bout de course notamment, qui
nuisent a` la pre´cision de la machine. Les performances dynamiques, les vitesses d’avance et les
acce´le´rations, sont donc pe´nalise´es par la masse e´leve´e des e´le´ments a` de´placer.
C’est pourquoi les machines outils a` cine´matique paralle`le (en anglais Parallel Kinematic
Machine ou PKM) attirent l’attention des chercheurs et des industriels. En effet, celles-ci ont des
avantages sur leurs homologues se´rielles : une bonne rigidite´ structurelle, et des performances
dynamiques tre`s inte´ressantes, car les me´canismes paralle`les ont une masse en mouvement faible
ce qui re´duit l’inertie au profit des performances dynamiques.
Aujourd’hui, le de´veloppement de l’UGV ouvre la porte du monde de l’usinage a` ces architec-
tures a` cine´matique paralle`le qui se pre´sentent comme des alternatives inte´ressantes [Treib 98],
[Wenger 99], [Tlusty 99], [Geldart 03]. Cependant, la conception d’une PKM est une taˆche
2difficile qui ne´cessite encore de nombreuses e´tudes avant que l’on puisse en espe´rer une uti-
lisation industrielle re´pandue. D’ailleurs a` l’heure actuelle, tre`s peu de PKM sont re´ellement
industrialise´es, la plupart en sont encore au stade du de´veloppement. De nombreux indices de
performances doivent eˆtre de´couverts et pris en compte afin de concevoir au mieux ces machines
d’un genre nouveau. Des travaux tre`s inte´ressants traitent de la conception de cas particuliers de
PKM a` un niveau global [Pritschow 97], [Company 02], [Pritschow 00]. Cependant peu d’entre
eux proposent des outils ou des me´thodes de simulation qui aident a` la conception optimale de
familles de PKM [Merlet 02a], [Brogardh 02]. Ce qui est bien compre´hensible car ce proble`me
est complique´, il ne´cessite donc un effort de recherche collectif. Quoiqu’il en soit, il existe un
besoin re´el pour des outils efficaces permettant d’optimiser les PKM, de pre´dire leurs perfor-
mances.
Cette the`se contribue a` re´pondre a` ce besoin. L’analyse cine´tostatique des PKM a` trans-
lations que nous allons pre´senter va fournir de nouveaux outils, de nouvelles me´thodes, pour
concevoir une famille de PKM en fonction de l’application, c’est-a`-dire en fonction des perfor-
mances requises pour cette application. Notre travail va s’articuler autour de deux contributions
principales qui sont les chapitres 3 et 4. Le chapitre 3 va proposer une notion nouvelle, l’Espace
Dextre Re´gulier, a` partir de laquelle nous construirons de nouveaux indices de performance
cine´tostatiques adapte´s aux PKM a` translations. De nombreux exemples permettront de com-
prendre cette nouvelle notion et d’en illustrer l’utilite´. Dans le chapitre 4, nous calculerons sous
forme symbolique la matrice de compliance de l’Orthoglide, une PKM a` translations munies de
paralle´logrammes, en fonction des parame`tres ge´ome´triques. On pourra ainsi relier facilement la
rigidite´ de la machine a` ses parame`tres ge´ome´triques, pour l’analyse ou l’optimisation de l’Or-
thoglide. Ces nouveaux outils sont utiles pour la conception de PKM comme nous l’expliquerons
dans la synthe`se du chapitre 5.
Mais tout d’abord, dans le chapitre 2, nous allons pre´senter les notions de robotique paralle`le
sur lesquelles s’appuient notre travail. Nous allons faire un tour d’horizon des PKM existantes
en nous focalisant sur les PKM a` translations. Ce chapitre sera l’occasion de pre´senter les
concepts de la conception de PKM et les indices de performance couramment utilise´s. Nous
ferons aussi une revue des diffe´rents mode`les de rigidite´ utilise´s pour analyser la flexibilite´ des
PKM. Nous aurons besoin de tout ces e´le´ments pour situer et de´velopper nos contributions.
Chapitre 2
Conception de machines-outils a`
cine´matique paralle`le
Ce chapitre pre´sente les notions de robotique paralle`le sur lesquelles s’appuient les travaux qui sont
pre´sente´s dans ce me´moire, ainsi que les e´le´ments bibliographiques formant le contexte dans lequel
s’inse`rent nos contributions. On rappelle tout d’abord des notions courantes en robotique paralle`le. On
pre´sente ensuite les deux taˆches importantes lors de la conception de machines paralle`les : la synthe`se
topologique et la synthe`se ge´ome´trique. L’inte´reˆt d’appliquer les me´canismes paralle`les a` l’usinage est
mis en e´vidence, et on fait l’e´tat de l’art des machines outils paralle`les existantes. On pre´sente ensuite
l’e´tat de l’art des me´canismes paralle`les a` translations, sur lesquels portera notre travail. Puis on passe
en revue les indices de performance utilise´s en robotique paralle`le et on montre qu’ils ne re´pondent pas
parfaitement a` la conception de machines paralle`les. Enfin, on pre´sente l’e´tat de l’art des me´thodes
d’analyse de rigidite´ des manipulateurs paralle`les. L’une de ces me´thodes sera utilise´e dans le chapitre
4 pour l’analyse parame´trique de rigidite´ d’une machine paralle`le a` translations : l’Orthoglide.
42.1 Notions importantes en robotique paralle`le
Le paragraphe 2.1 pre´sente les notions importantes utilise´es en robotique paralle`le. Il existe
sur ce sujet trois livres de re´fe´rence : [Merlet 00], [Tsai 99], [Angeles 2003].
2.1.1 Pre´liminaires
Les premiers me´canismes (ou manipulateurs) paralle`les construits sont un simulateur de vol
[Stewart 65] et une machine pour tester les pneus [Gough 62]. Un investigateur a cependant
apporte´ en 2003 de nouvelles informations sur l’origine des manipulateurs paralle`les, dans une
revue online tre`s bien documente´e [Bonev Web 2]. Le premier manipulateur paralle`le invente´
mais non construit daterait de 1932 [Gwinnett 31]. C’e´tait un projet de plate-forme mobile
destine´e a` un cine´ma “dynamique”, comme au Futuroscope de Poitiers, pre`s de Chaˆtellerault
dans la Vienne. Aujourd’hui, on trouve de nombreuses utilisations des me´canismes paralle`les
dans l’industrie : pick-and-place, simulateurs de vol, machines-outils, micro-positionnement.
La plate-forme mobile d’un me´canisme paralle`le sur laquelle est place´ l’effecteur est connecte´e
au baˆti par plusieurs chaˆınes cine´matiques, appele´es jambes, qui sont monte´es en paralle`le. En
ge´ne´ral, les jambes sont soit te´le´scopiques, c’est-a`-dire de longueur variable, soit de longueur
fixe et c’est leur extre´mite´ qui est mobile (Fig. 2.1). Sur cette figure, les me´canismes ont cha-
cun deux jambes. Celles-ci sont constitue´es de pie`ces mobiles les unes par rapport aux autres
appele´es membrures.
P
(a) Jambes de lon-
gueur variable
P
(b) Jambes de longueur fixe
Fig. 2.1 – Me´canismes paralle`les a` jambes de longueur variable ou fixe
On appelle configuration articulaire d’un me´canisme paralle`le l’ensemble des coordonne´es
lie´es aux articulations motorise´es. Pour les deux me´canismes de la Fig. 2.1, les articulations
motorise´es sont les deux liaisons prismatiques.
5On appelle configuration de l’outil l’ensemble des coordonne´es permettant de definir la
position et l’orientation de l’outil. Sur la Fig. 2.1, la configuration de l’outil est de´finie par le
couple de coordonne´es Carte´siennes (x, y) qui de´termine la position de l’outil.
L’espace des configurations d’un me´canisme paralle`le est l’ensemble des valeurs que peuvent
prendre les coordonne´es articulaires passives et actives, qui doivent satisfaire les e´quations
traduisant la fermeture des chaˆınes de solides.
2.1.2 La matrice Jacobienne (cine´matique)
La de´termination des mode`les cine´matiques des manipulateurs paralle`les est a` elle seule un
the`me de recherche en robotique paralle`le. En effet, chaque famille de manipulateurs ne´cessite
une approche diffe´rente pour de´terminer son mode`le cine´matique. En ge´ne´ral, pour un mani-
pulateur paralle`le on arrive a` e´tablir une relation du type :
At = Bρ˙
ou` ρ˙ est le vecteur des vitesses articulaires, t est le vecteur des vitesses Carte´siennes et J est
la matrice Jacobienne du manipulateur. Lorsque A n’est pas singulie`re, elle est inversible et on
peut de´terminer la matrice Jacobienne du manipulateur :
J = A−1B
La de´termination de la matrice Jacobienne revient donc a` de´terminer les matrices A et B. La
matrice Jacobienne d’un manipulateur paralle`le repre´sente la transformation line´aire entre les
vitesses Carte´siennes de la plate-forme mobile et les vitesses articulaires des liaisons actionne´es :
Jρ˙ = t
2.1.3 La dexte´rite´
La dexte´rite´ est un concept tre`s important. Elle permet de caracte´riser les capacite´s d’un
manipulateur a` effectuer avec pre´cision des mouvements de faible amplitude [Gosselin 98]. En
effet, e´tant donne´ une certaine pre´cision des actionneurs, la pre´cision du mouvement obtenu a`
l’organe terminal de´pendra des parame`tres ge´ome´triques du manipulateur ainsi que de sa confi-
guration. La dexte´rite´ est donc une proprie´te´ locale du manipulateur. Elle e´volue a` l’inte´rieur
de l’espace de travail. On peut e´tablir une expression de la dexte´rite´ a` partir de l’e´quation
de vitesse du manipulateur Jρ˙ = t. La dexte´rite´ est en effet de´finie comme la qualite´ de la
transformation line´aire caracte´rise´e par la matrice Jacobienne. On utilise le conditionnement
6de la Jacobienne pour mesurer cette qualite´. Mathe´matiquement, on de´finit le conditionnement
κ(M) d’une matrice M de la fac¸on suivante :
κ(M) = ‖M‖.‖M−1‖
Une matrice singulie`re aura un conditionnement qui tend vers l’infini alors qu’une matrice
parfaitement conditionne´e aura un conditionnement de 1.
On utilise souvent l’inverse du conditionnement qui est compris entre 0 et 1, et qui est
plus facile a` calculer. On dit qu’un manipulateur est isotrope si sa matrice jacobienne est
parfaitement conditionne´e en au moins une configuration. Une telle configuration sera appele´e
configuration isotrope.
2.1.4 Les Facteurs d’Amplification de Vitesse
Les Facteurs d’Amplification de Vitesse (ou FAV) d’un manipulateur paralle`le sont de´finis
a` partir des ellipso¨ıdes de manipulabilite´ en vitesse [Yoshikawa 85]. Ces ellipso¨ıdes sont eux-
meˆmes de´finis a` partir de la matrice jacobienne inverse du manipulateur, J−1.
Physiquement, les FAV ne repre´sentent pas les rapports entre les vitesses des liaisons
cine´matiques actionne´es et les vitesses de la plate-forme mobile du manipulateur, mais ils en
donnent une bonne approximation.
Les racines carre´es des valeurs propres de (JJT )−1 sont note´es γi. Ce sont les longueurs des
demis axes de l’ellipso¨ıde. Les FAV sont tels que :
λi = 1/γi
Les Facteurs d’Amplification des Efforts (ou FAE) sont l’inverse des FAV et repre´sentent une
approximation du rapport entre les efforts disponibles au niveau des liaisons cine´matiques
actionne´es et les efforts disponibles au niveau de la plate-forme mobile. Les FAE, note´s λ′i, sont
e´gaux aux longueurs des demi-axes de l’ellipso¨ıde de manipulabilite´. Ils sont tels que :
λ′i = γi
Parce qu’ils sont de´finis a` partir de la matrice Jacobienne, elle-meˆme de´finie a` partir des pa-
rame`tres ge´ome´triques du manipulateur et de la configuration, les FAV de´pendent des pa-
rame`tres ge´ome´triques et de la position Carte´sienne.
Sur la Fig. 2.2, on illustre la de´pendance des FAV avec les coordonne´es Carte´siennes.
On montre l’ellipso¨ıde de manipulabilite´ d’un manipulateur plan dans deux configurations
7diffe´rentes : dans la configuration quelconque les demis axes de l’ellipso¨ıde sont de dimen-
sions diffe´rentes ; et a` l’isotropie l’ellipso¨ıde est un cercle car les demis axes (et par conse´quent
les FAV) sont e´gaux : λ1 = λ2, et on a meˆme dans ce cas pre´cis : λi = 1.
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Vecteur propre 1
Ellipsoide de manipulabilité 
=
Cercle à l’isotropie
2=
1
1
1
11
=
P
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(b) Configuration isotropique
Fig. 2.2 – Manipulabilite´ d’une PKM plane dans deux configurations diffe´rentes
2.1.5 Singularite´s
2.1.5.1 Les singularite´s classiques
Lorsque det(A) ou det(B) s’annule, on dit que le manipulateur est en singularite´. Lorsque
det(B) = 0, c’est une singularite´ dite se´rielle ou de type I [Gosselin 90c]. Ce type de singularite´
correspond aux frontie`res de l’espace atteignable par le manipulateur [Merlet 00]. Sur la Fig.
2.3, on a repre´sente´ une singularite´ se´rielle d’une PKM plane a` deux translations. La fle`che
indique la direction le long de laquelle le mouvement est impossible.
P
Fig. 2.3 – Singularite´ se´rielle
Lorsque det(A) = 0, c’est une singularite´ dite paralle`le ou de type II [Gosselin 90c]. Ce
type de singularite´ correspond aux configurations dans lesquelles la rigidite´ du me´canisme est
perdue localement. Sur la Fig. 2.4 on a repre´sente´ une singularite´ paralle`le, la fle`che indique la
direction le long de laquelle la rigidite´ est perdue, c’est-a`-dire qu’un mouvement infinite´simal
est possible.
8P
Fig. 2.4 – Singularite´ paralle`le
L’analyse de ce type de singularite´s est plus complexe et fait encore l’objet de recherches.
Pour mettre en e´vidence les singularite´s d’un manipulateur paralle`le, il est possible d’utiliser une
approche alge´brique a` partir de la matrice Jacobienne, ou une approche ge´ome´trique [Hunt 78],
[Merlet 89], [Zlatanov 94] en utilisant la ge´ome´trie des droites.
Une troisie`me sorte de singularite´, dite singularite´ architecturale, peut apparaˆıtre pour des
dimensions particulie`res des membrures d’un me´canisme paralle`le. Sur la Fig. 2.5 par exemple,
il n’est pas possible de controˆler la position du point P, pour cette configuration articulaire
particulie`re (les liaisons actionne´es sont les liaisons prismatiques), parce que les deux barres
relie´es aux actionneurs prismatiques ont meˆme longueur. On peut bien suˆr e´viter ces singula-
rite´s, si l’on connaˆıt le risque, en de´terminant les configurations articulaires critiques qu’il faut
e´viter. Lorsqu’on se trouve en une singularite´ architecturale, les e´quations de positionnement
de´ge´ne`rent [Ma91], c’est-a`-dire qu’il existe une infinite´ de solutions au proble`me ge´ome´trique
direct : pour une configuration articulaire donne´e, il existe une infinite´ de positions Carte´siennes
solutions (Fig. 2.5).
P
possibles pour P
Infinité de positions
Fig. 2.5 – Singularite´ architecturale
Lors de la conception d’une PKM, il est important de de´terminer ses configurations sin-
gulie`res. En effet au voisinage de celles-ci, les performances de la machine se de´teriorent :
• Au voisinage des singularite´s se´rielles, il n’est pas possible de de´placer l’outil dans certaines
directions (Fig. 2.3) ;
• Au voisinage des singularite´s paralle`les, on peut de´placer l’outil bien que les articulations
motorise´es soient bloque´es (Fig. 2.4). Ces singularite´s peuvent exister a l’inte´rieur de l’espace
de travail et sont geˆnantes pour la planification de trajectoires. En ces points, les efforts dans
les articulations augmentent, ce qui peut endommager la structure. De plus, la rigidite´ du
me´canisme diminue et peut provoquer des mouvements non controˆle´s de l’outil ;
• Si l’on se trouve en singularite´ architecturale, la position de l’outil est incontroˆlable, ce
9qui pose bien e´videmment un proble`me (Fig. 2.5).
2.1.5.2 Les singularite´s de contrainte
Plus re´cemment, un nouveau type de singularite´ a e´te´ mis en e´vidence : les singularite´s
de contrainte ou Constraint singularities [Zlatanov 01], aussi appele´es singularite´s internes
[Krut 03]. [Zlatanov 02] est un rapport online qui de´crit le phe´nome`ne avec des animations
pertinentes. Ces singularite´s se produisent pour des me´canismes paralle`les posse´dant moins de
6 degre´s de liberte´, lorsqu’a` la fois le me´canisme entier et la plate-forme mobile gagnent un degre´
de liberte´. D’apre`s la classification propose´e par [Zlatanov 94], ce type de singularite´ est tou-
jours de type IIM (Increased Instantaneous Mobility). [Zlatanov 02] montre que les singularite´s
IIM sont des singularite´s dans l’espace des configurations du me´canisme, appele´ Configuration
space (voir paragraphe 2.1.1).
Voyons un exemple : la Fig. 2.6 repre´sente un me´canisme a` 4 barres dans une configuration
quelconque (a` gauche) et en singularite´ de contrainte (a` droite). La plate-forme mobile dont
on e´tudie le mouvement est appele´e coupleur. Il y a un seul actionneur rotatif, donc on a un
me´canisme paralle`le a` 1 degre´ de liberte´ (DDL) en rotation. Sur la figure de droite, les axes des
liaisons pivot sont tous aligne´s. Dans cette configuration, il est possible de de´placer le coupleur
a` la fois en translation verticale et a` la fois en rotation autour de n’importe quel point de (∆).
On a donc localement un me´canisme a` 2 DDL : 1 rotation, 1 translation. On se trouve en
singularite´ de contrainte puisque l’on gagne 1 DDL.
Actionneur
Plate−forme mobile
(a) Configuration quelconque
(∆)
(b) Singularite´ de contrainte
Fig. 2.6 – Singularite´ de contrainte d’un me´canisme 4 barres
Le proble`me pose´ aux PKM par les singularite´s de contrainte, outre la possible perte de
rigidite´ au passage d’une telle singularite´, comme pour les singularite´s paralle`les, est bien suˆr
la modification locale des DDL de la machine. Si l’on veut une PKM a` 3 DDL en translation, il
n’est pas envisageable qu’elle acquie`re un DDL en rotation en cours d’usinage, meˆme localement.
Il faut donc a` tout prix e´viter ces singularite´s.
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Il arrive que la modification du nombre et du type de DDL ne soit pas seulement locale :
dans [Zlatanov 02], on montre l’exemple du me´canisme 3-URU DYMO (pour Double-Y Multi-
Operational mechanism, voir Fig. 2.7) qui lorsqu’il traverse des singularite´s de contrainte peut
se comporter de diffe´rentes fac¸ons : mode translationel (3 DDL en translation), mode sphe´rique
(3 rotations autour d’un point), mode plan (2 translations dans un plan, 1 rotation orthogonale
au plan), mode mixte (2 rotations, 1 translation), mode bloque´ (aucun de´placement de la
plate-forme).
Fig. 2.7 – Me´canisme 3-URU DYMO
Remarque : Nous allons voir dans le paragraphe 2.1.7 que la de´termination de l’espace de
travail des me´canismes paralle`les est un the`me de recherches, car les proble`mes a` surmonter
varient suivant l’architecture. De meˆme, la de´termination des singularite´s pour des familles
de me´canismes paralle`les est un the`me de recherches. Par exemple dans [Krut 03] on pre´sente
une me´thode de de´termination de toutes les singularite´s possibles (singularite´s de type I, II,
singularite´s de contrainte) pour une famille de manipulateurs a` 3 DDL en translation et 1 DDL
en rotation.
2.1.6 Modes d’assemblage et de fonctionnement
Une singularite´ se´rielle (resp. paralle`le) est associe´e a` un changement de mode de fonctionne-
ment (resp. de mode d’assemblage) [Chablat 98]. Sur la Fig. 2.8, le manipulateur posse`de quatre
modes de fonctionnement pour une position donne´e du point P : l’articulation de chaque jambe
peut eˆtre a` gauche ou a` droite de la position interme´diaire correspondant a` la singularite´ se´rielle.
Ce manipulateur posse`de aussi deux modes d’assemblage pour une configuration articulaire
donne´e : l’outil peut eˆtre au-dessus ou au-dessous de la droite horizontale qui correspond a` la
singularite´ paralle`le (Fig. 2.9). Le choix du mode d’assemblage ou de fonctionnement influence
le comportement cine´tostatique du me´canisme de manie`re significative [Chablat 98a].
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P
Fig. 2.8 – Modes de fonctionnement
P
P
Fig. 2.9 – Modes d’assemblage
2.1.7 Espace de travail
La de´termination de l’espace de travail des manipulateurs paralle`les est un point important
pour la conception de PKM. En effet, le faible volume de l’espace de travail par rapport a`
l’encombrement est un des principaux de´fauts des manipulateurs paralle`les.
Diffe´rentes projections de l’espace de travail existent pour les manipulateurs paralle`les
[Merlet 98] :
1. L’espace de travail maximal, qui correspond a` l’ensemble des positions accessibles par la
plate-forme mobile pour au moins une orientation de celle-ci ;
2. L’espace de travail dextre, qui correspond a` l’ensemble des positions accessibles par la
plate-forme mobile pour toutes les orientations de celle-ci ;
3. L’espace de travail a` orientation constante, qui correspond a` l’ensemble des positions
accessibles par la plate-forme mobile pour une orientation donne´e de celle-ci.
Dans cette the`se, nous nous inte´ressons aux PKM a` translations, pour lesquelles les trois
projections de l’espace de travail sont e´quivalentes puisque l’orientation de la plate-forme mobile
ne varie pas.
Les me´thodes de´veloppe´es pour la de´termination de l’espace de travail des me´canismes
se´riels ne sont pas directement applicables. Aussi, des me´thodes particulie`res, alge´briques et
ge´ome´triques, ont e´te´ mises au point. Chaque me´thode ou presque est spe´cifique a` une archi-
tecture particulie`re. Des algorithmes ge´ome´triques sont par exemple pre´sente´s dans [Merlet 98]
pour de´terminer les diffe´rentes projections de l’espace de travail pour des manipulateurs pa-
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ralle`les plans.
Les me´thodes ge´ome´triques [Gosselin 90b], [Merlet 00], [Bonev 02] permettent de calculer
facilement la frontie`re de l’espace de travail. Elles peuvent inte´grer les contraintes lie´es aux
limites articulaires et aux collisions entre membrures. Cependant la reconstruction totale de
l’espace de travail est diffcile.
Les me´thodes alge´briques [Jo 89], [Haugh 95] sont plus difficiles a` appliquer car elles aug-
mentent la dimension du proble`me en introduisant des variables supple´mentaires. Elles consistent
a` re´soudre un proble`me d’optimisation en introduisant des pe´nalite´s aux frontie`res.
Les singularite´s se´rielles sont les frontie`res de l’espace atteignable [Merlet 00]. Des singula-
rite´s paralle`les peuvent se trouver dans l’espace atteignable ce qui peut poser proble`me car en
ces points la rigidite´ devient presque nulle selon certaines directions (voir paragraphe 2.1.5).
2.1.8 Manipulateurs pleinement paralle`les
Un manipulateur pleinement paralle`le est un manipulateur qui posse`de autant de jambes
que de degre´s de liberte´s, et un seul actionneur par jambe. La plate-forme hexapode de Gough-
Stewart est un exemple de me´canisme pleinement paralle`le [Stewart 65]. Une hexapode est
munie d’une plate-forme mobile relie´e au baˆti par 6 chaˆınes se´rielles de type UPS (U = Uni-
versal joint, i.e. cardan, P = Prismatique, S = Sphe´rique) monte´es en paralle`le (Fig. 2.10).
Fig. 2.10 – Me´canisme pleinement paralle`le de type hexapode
2.1.9 Redondance
Il existe deux sortes de redondance pour les me´canismes paralle`les [Krut 03]. La redondance
d’actionnement signifie qu’a` une force donne´e a` exercer par la plate-forme mobile, correspond
une infinite´ de forces possibles pour les moteurs, et la redondance cine´matique signifie qu’a` une
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vitesse donne´e de la plate-forme mobile correspond une infinite´ de vitesses pour les moteurs
(Fig. 2.11). Sur les figures, les liaisons actionne´es sont les liaisons prismatiques.
(a) Redondance d’actionnement (b) Redondance cine´matique
Fig. 2.11 – Deux sortes de redondance pour les me´canismes paralle`les
Le concept de redondance peut par exemple eˆtre employe´ pour franchir des singularite´s et
obtenir ainsi de forts de´battements angulaires [Krut 03]. C’est par exemple le cas du me´canisme
paralle`le Archi de´veloppe´ au LIRMM de Montpellier (Fig. 2.12). La plate-forme mobile posse`de
3 DDL mais 4 jambes actionne´es. Nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe 2.2.4.3.
Fig. 2.12 – Me´canisme paralle`le Archi
2.1.10 Manipulateurs hybrides
Un manipulateur hybride est un manipulateur paralle`le compose´ de l’association en se´rie
d’un me´canisme a` cine´matique paralle`le et d’un me´canisme a` cine´matique se´rielle. Ce type
de manipulateur peut permettre de be´ne´ficier d’un grand espace de travail en translation ou
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en orientation, caracte´ristique propre aux me´canismes se´riels. D’autre part, il peut e´galement
permettre de be´ne´ficier des bonnes performances des manipulateurs paralle`les en terme de
rigidite´ et de dynamique. Nous pre´senterons un exemple de manipulateur paralle`le hybride
dans le paragraphe 2.2.2.5.
2.2 Application des me´canismes paralle`les a` l’usinage
2.2.1 Limites des machines outils classiques
La plupart des machines outils posse`dent une architecture se´rielle ou arborescente, c’est-a`-
dire que chaque axe doit de´placer et supporter l’autre. Sur la Fig. 2.13, on voit par exemple que
l’axeX est supporte´ par l’axe Y , lui-meˆme supporte´ par le baˆti de la machine, qui supporte l’axe
Z. L’avantage de cette structure est que les axes du repe`re lie´ a` la machine et ceux du repe`re
lie a la pie`ce peuvent facilement eˆtre mis en relation au moyen d’expressions mathe´matiques
simples, ce qui facilite la programmation des trajectoires d’usinage.
Fig. 2.13 – Machine outil se´rielle
Remarque : On a dans cet exemple une structure se´rielle de type main droite / main
gauche ou arborescente : les mouvements de l’outil et de la pie`ce sont ge´ne´re´s par deux chaˆınes
cine´matiques inde´pendantes (la table et la broche).
Les contraintes e´conomiques actuelles imposent de produire plus vite et mieux. Les ma-
chines outils de conception re´cente suivent cette e´volution, et on constate que leurs perfor-
mances en pre´cision, en vitesse se sont nettement ameliore´es, graˆce aux avance´es technolo-
giques des constructeurs, et a` l’amelioration des performances de certains composants (moteurs
line´aires, e´lectrobroches a` paliers hydrostatiques, roulements spe´ciaux, commandes nume´riques
plus performantes, etc...). Cependant, l’architecture se´rielle employe´e pour la cine´matique de
ces machines montre des limites :
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1. Les machines deviennent tre`s lourdes et tre`s encombrantes, car l’augmentation des vitesses
de broche et des avances exigent un dimensionnement ge´ne´reux, en accord avec la rigidite´
requise ;
2. La masse a` de´placer sur chaque axe devient donc importante, ce qui pose des proble`mes
de flexion en bout de course, et nuit a` la pre´cision ainsi qu’aux performances dynamiques.
Les PKM repre´sentent donc des alternatives inte´ressantes en termes de performances dyna-
miques, et nous allons donc pre´senter maintenant un e´tat de l’art des PKM industrialise´es
existantes.
2.2.2 E´tat de l’art des PKM posse´dant plus de 3 DDL
2.2.2.1 Pre´ambule
Pour organiser cet e´tat de l’art, nous allons rassembler les PKM au sein de 4 familles : les
PKM dont la longueur des jambes varie (les liaisons actionne´es sont prismatiques et non-fixe´es
sur le baˆti), les PKM dont la longueur des jambes est fixe (les liaisons actionne´es sont fixe´es
sur le baˆti), les PKM redondantes et les PKM hybrides. Au sein des deux premie`res familles,
on se´parera les diffe´rentes PKM en fonction de leurs DDL. La famille des PKM a` 3 DDL sera
pre´sente´e dans le paragraphe suivant afin de mieux la de´tailler.
2.2.2.2 PKM dont la longueur des jambes varie
Un proble`me de ces PKM est que les actionneurs sont souvent situe´s sur des parties mobiles,
ce qui augmente l’inertie de celles-ci, et rend difficile l’utilisation de moteurs line´aires. D’autre
part, lorsque les liaisons actionne´es sont des vis a` billes, la dilatation de l’axe cause´e par
l’e´chauffement provoque´ par le frottement avec les billes pose un proble`me de pre´cision.
• A` 6 DDL
C’est a` cette famille qu’appartiennent les PKM de type hexapode a` 6 DDL. On recense
la Variax de Giddings and Lewis (Fig. 2.14), la CMW300 de la Compagnie Me´canique des
Vosges, la Tornado 2000 de Hexel, la Mikromat 6X de Mikromat/Fraunhofer IWU, l’Hexapode
OKUMA et l’Hexapode G500 de Geodetic. Avec 6 DDL, la rotation autour de l’axe de la broche
est inutile, il y a donc redondance d’actionnement.
La Variax posse`de un grand volume de travail (700mm × 700mm × 750mm). Cependant,
les performances de la machine ne sont pas les meˆmes dans tout l’espace de travail.
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Fig. 2.14 – PKM Variax de Giddings and Lewis
La machine 6X de Mikromat (Fig. 2.15), conc¸ue pour l’UGV 5 axes de pie`ces en acier et
fonte, est assez lente (avances 30 m.min−1, acce´le´rations 10 m.s−2) compare´e a` ses concurrentes
a` structure paralle`le ou meˆme se´rielle. De plus, son encombrement est trop important par
rapport a` son espace de travail utile (encombrement : 6200mm × 5400mm × 4000mm, espace
de travail : 630mm × 630mm × 630), et lorsque l’on s’e´loigne du centre de l’espace de travail,
les capacite´s d’orientation de la teˆte diminuent jusqu’a` atteindre seulement +/- 15 degre´s.
Fig. 2.15 – PKM 6X de Mikromat
L’architecture cine´matique de type hexapode e´tant la premie`re a` avoir e´te´ utilise´e industriel-
lement, sa conception a fait l’objet de nombreux travaux, ce qui explique que son application
a` l’usinage ait e´te´ la premie`re a` avoir e´te´ e´tudie´e par les constructeurs. Les 6 jambes des hexa-
podes sont en ge´ne´ral faites de composants identiques, ce qui peut aider a` diminuer le couˆt de
la machine.
L’Hexapode CMW300 est pre´vue pour eˆtre monte´e sur une ale´seuse fraiseuse, ce qui permet
de compenser un des inconve´nients des PKM : la petite taille de l’espace de travail. La structure
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porteuse autorise en effet de grands de´placements dans un plan. La teˆte hexapode (Fig. 2.16)
usine par exemple chaque partie d’un moule, selon une technique dite de mailles : la teˆte est
place´e au centre d’une maille, usine une partie du moule, puis est de´place´e au centre d’une
autre maille pour poursuivre le travail, et ainsi de suite. La rigidite´ de la machine support et
la qualite´ de la liaison entre la teˆte et son support jouent un roˆle important dans la pre´cision
et la re´pe´tabilite´. On remarque bien sur la Fig. 2.16 que les moteurs actionnant les vis a` billes
sont place´s sur la partie mobile de la jambe.
Fig. 2.16 – PKM Hexapode CMW300
• A` 5 DDL
La PKM P800 de Metrom posse`de 5 DDL et un plateau tournant pour augmenter le
de´battement angulaire (Fig. 2.17). Les moteurs sont traverse´s par une vis qui est fixe´e a` la
broche au moyen de liaisons pivot.
Fig. 2.17 – PKM P800 de Metrom
La PKM Seyanka de Tekniker posse`de 5 DDL (Fig. 2.18). Son volume de travail a une forme
paralle´pipe´dique ce qui est inte´ressant pour l’usinage de pie`ces prismatiques.
18
Fig. 2.18 – PKM Seyanka de Tekniker
2.2.2.3 PKM dont la longueur des jambes est fixe
Dans cette famille, ce sont les pieds des jambes qui se de´placent graˆce a` des des liaisons
prismatiques ou rotatives fixe´es sur le baˆti. Cette solution est inte´ressante pour les PKM car le
placement des actionneurs sur le baˆti permet de re´duire la masse en mouvement. D’autre part ce
type d’architecture favorise l’utilisation de moteurs line´aires pour augmenter les performances
dynamiques.
• A` 6 DDL
Un repre´sentant de cette famille a` 6 DDL est la PKM de type hexaglide de l’ETH de Zu¨rich
dont les liaisons prismatiques sont toutes coplanaires et paralle`les (Fig. 2.19). C’est la version
“jambes de longueur fixe” de la PKM hexapode. Il est possible d’utiliser des moteurs line´aires.
Fig. 2.19 – Machine Hexaglide
Cette architecture particulie`re permet d’obtenir une longue course selon l’axe des liaisons
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actionne´es, ce qui est inte´ressant pour l’usinage de pie`ces longues. Ce principe de conception
est proche de celui employe´ par CMW pour l’Hexapode 300.
Diffe´rentes architectures de type hexaglide existent. On recense la machine HexaM qui
posse`de trois paires de liaisons prismatiques paralle`les monte´es sur un coˆne vertical [Toyoama 98]
(Fig. 2.20). C’est une machine rapide (avances jusqu’a` 100 m.min−1, acce´le´rations de 10 a 20
m.s−2) et pre´cise.
Fig. 2.20 – Machine HexaM
2.2.2.4 PKM redondantes
La machine core´enne Eclipse 1 de Sena Technologies est une PKM 6 axes a` 8 actionneurs
donc a` redondance d’actionnement [Ryu 98] (Fig. 2.21). Cette PKM est base´e sur un me´canisme
original qui autorise une rotation continue de la plate-forme de 360 degre´s autour de l’axe Z, et
un de´battement de +/- 90 degre´s autour des axes X et Y (Fig. 2.22). Une version 2 de l’Eclipse
est pre´sente´e dans [Kim 02]. Dans cette version, les trois rotations ont un de´battement angulaire
de 360 degre´s (Fig. 2.21).
(a) Eclipse 1 (b) Eclipse 2
Fig. 2.21 – PKM Eclipse 1 et 2
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Fig. 2.22 – De´battement de +/- 90 degre´s pour l’Eclipse 1
2.2.2.5 PKM hybrides
La machine Hexabot de la socie´te´ Hexel est une plateforme hexapode qui sert de support
mobile de pie`ce. Elle se combine a` une fraiseuse coude´e fixe pour former une machine pa-
ralle`le 5 axes d’architecture main droite/main gauche (Fig. 2.23). Les performances ne sont pas
e´poustouflantes, mais l’inte´reˆt est de re´utiliser un vieux mate´riel : la fraiseuse coude´e, souvent
utilise´e par des artisans. On peut utiliser l’ensemble pour du prototypage rapide de moules, ou
pour tester des programmes CN.
Fig. 2.23 – Machine Hexabot
Il existe des PKM a` architecture hybride a` 5 DDL comme le Tricept de Neos Robotics
[Neumann 88] (Fig. 2.24). Cette PKM posse`de un poignet se´riel a` deux rotations monte´ sur
un tripode a` cine´matique paralle`le a` jambes de longueur variable, avec une jambe passive. Ce
porteur paralle`le a` jambe passive posse`de les trois DDL des coordonne´es sphe´riques (2 rotations,
1 translation) [Siciliano 99]. Le Tricept, associe´ a` la CN Sinumerik 840D de Siemens, atteint
des vitesses allant de 24,000 a` 30,000 tr.min−1 pour la broche, 90 m.min−1 pour les avances et
des acce´le´rations de 20 m.s−2. Le Centre d’Usinage a` architecture modulaire est utilise´ pour des
ope´rations d’usinage a` grande vitesse tandis que le me´canisme seul est utilise´ pour du soudage
par friction par exemple.
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(a) Me´canisme du
Tricept
(b) Centre d’Usinage 5 axes
Fig. 2.24 – Me´canisme du Tricept et Centre d’Usinage 5 axes
L’Orthoglide 5 axes utilise par contre un porteur paralle`le de type Delta line´aire sur lequel
est monte´ un poignet paralle`le sphe´rique a` 2 DDL de type oeil agile [Gosselin 96] (Fig. 2.25).
Fig. 2.25 – Orthoglide 5 axes
La teˆte d’usinage Sprint Z3 de DS Technologies posse`de 3 DDL (2 rotations, 1 translation)
et est destine´e a` l’industrie ae´ronautique (Fig. 2.26). Elle est monte´e sur une structure se´rielle
de type portique a` deux translations, dont l’une peut avoir une course de 60 m. Trois dispositifs
de guidage line´aire par vis a` billes (compatibles avec la technologie des moteurs line´aires) sont
dispose´s a` 120 degre´s dans le corps cylindrique formant la structure. Ces dispositifs de guidage
sont constitue´s de chariots accroche´s a` des bras pivotants, qui sont lie´s a l’e´le´ctrobroche avec
des cardans.
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Fig. 2.26 – PKM Sprint Z3
La machine Hermes de Fatronik est quant a` elle une e´volution de la teˆte Sprint Z3 (Fig.
2.27). Elle aussi peut se monter sur une structure porteuse se´rielle a` deux translations afin
d’accroˆıtre son volume de travail.
Fig. 2.27 – PKM Hermes de Fatronik
La PKM Ulyses ZAB posse`de une translation et deux rotations. Elle est e´galement de´veloppe´e
par Fatronik, c’est un tripode inspire´ du Tricept de Neos Robotics (pre´sence d’une jambe pas-
sive contraignant les DDL de la broche) et monte´ sur un porteur se´riel a` 1 translation verticale
(Fig. 2.28).
Fig. 2.28 – PKM Ulyses ZAB de Fatronik
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2.2.3 Les PKM a` 3 DDL en translation
2.2.3.1 Pre´ambule
La plupart des PKM a` 3 DDL sont des PKM spatiales a` translations. Il se trouve qu’il en
existe un grand nombre car de nombreuses taˆches d’usinage ne´cessitent seulement 3 DDL en
translation : rainurage, perc¸age-lamage-taraudage, contournage. L’application des manipula-
teurs paralle`les a` translations (ou TPM, pour Translational Parallel Manipulator) a` l’usinage
reveˆt donc une grande importance. C’est pourquoi dans cette the`se nos contributions portent
sur cette famille, i.e. les PKM spatiales base´es sur des me´canismes paralle`les a` translations.
Nous allons pre´senter non seulement les PKM a` translations, mais aussi de nombreux
me´canismes paralle`les a` translations. En effet, meˆme si ces me´canismes n’ont pas e´te´ de´veloppe´s
spe´cialement pour l’usinage, les contributions de cette the`se peuvent leur eˆtre applique´s directe-
ment. Afin de mettre en e´vidence la ge´ne´ricite´ de nos contributions, nous devons donc pre´senter
la totalite´ de leur champ d’application.
La contribution la plus exhaustive consacre´e aux TPM est [Kong 03]. Cette the`se pre´sente
(entre autres) l’analyse cine´matique et la synthe`se structurelle de tous les TPM. Nous abor-
derons plus loin la synthe`se structurelle de PKM. Deux familles tre`s inte´ressantes de TPM
sont mises en e´vidence dans [Kong 03], les TPM line´aires et les TPM line´aires isotropes. Nous
allons donc pre´senter ces deux familles. Puis nous pre´senterons des TPM dont la longueur des
jambes varie. Enfin nous de´taillerons la famille des TPM de type Delta qui est inte´ressante
pour l’usinage.
2.2.3.2 Les TPM line´aires
Les TPM line´aires ou LTPM (Linear Translational Parallel Manipulators) sont des TPM
dont le mode`le ge´ome´trique direct peut eˆtre re´solu a` partir d’un syste`me d’e´quations line´aires
[Kong 02b]. C’est-a`-dire que les e´quations d’entre´e/sortie sont line´aires. La particularite´ des
LTPM est donc que leur matrice Jacobienne est constante. Par conse´quent, les performances
cine´tostatiques sont constantes et la programmation de la commande nume´rique est tre`s simple.
Une famille particulie`re de LTPM ne posse´dant ni singularite´s de contrainte, ni singularite´s
paralle`les est de´crite dans [Kong 02b] par 4 conditions topologiques et ge´ome´triques. Nous ne
les rappelons pas ici car leur expose´ est long, et renvoyons le lecteur a` [Kong 02b]. L’inte´reˆt de
ces conditions est que leur compre´hension ne ne´cessite presque aucun outil mathe´matique.
Les LTPM propose´s dans [Kong 02b] sont isostatiques, c’est-a`-dire que chaque jambe posse`de
5 DDL et supprime seulement 1 DDL en rotation de la plate-forme mobile, et leurs liaisons
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actionne´es sont prismatiques. Un membre de cette famille est pre´sente´ sur la Fig. 2.29.
Bati
Plate−forme mobile
Fig. 2.29 – LTPM propose´ dans [Kong 02b]
2.2.3.3 Les TPM line´aires isotropes
Les LTPM isotropes sont des cas particuliers de LTPM. Leur matrice Jacobienne est e´gale
a` l’identite´. Les LTPM isotropes peuvent eˆtre isostatiques ou hyperstatiques. Sur la Fig. 2.30,
on pre´sente une des architectures de LTPM isotrope propose´es dans [Kong 02a]. Chaque jambe
est de type PRRR, c’est-a`-dire qu’elle est compose´e de l’association en se´rie d’une liaison pris-
matique actionne´e, et de trois liaisons pivot dont les axes sont paralle`les a` celui de l’actionneur.
Chaque rotation de la plate-forme est bloque´e deux fois car chaque jambe posse`de 4 DDL, et
bloque par conse´quent deux rotations de la plate-forme mobile. Ce prototype est donc hyper-
statique d’ordre 3.
Fig. 2.30 – LTPM isotrope [Kong 02b]
Le meˆme prototype de LTPM isotrope que celui de la Fig. 2.30 est propose´ dans [Kim 02b].
Il est appele´ manipulateur Carte´sien (Fig. 2.31).
Enfin, les meˆmes LTPM isotropes que ceux mis en e´vidence dans [Kong 03] sont pre´sente´s
25
Fig. 2.31 – Manipulateur Carte´sien [Kim 02b]
tre`s pe´dagogiquement dans [Carricato 02]. Sur la Fig. 2.32, on pre´sente l’une des architectures
propose´es. Cette architecture est e´galement hyperstatique d’ordre 3.
Fig. 2.32 – LTPM isotrope [Carricato 02]
Remarque : Dans [Carricato 03a], on pre´sente des TPM dont chaque jambe est de type
RRRP, c’est-a`-dire qu’elle est compose´e de l’association en se´rie d’une liaison pivot actionne´e,
de deux liaisons pivot et d’une liaison prismatique dont les axes sont paralle`les a` celui de
l’actionneur. La topologie des jambes est en quelque sorte “inverse´e”, et dans ce cas, on n’a
plus affaire a` des LTPM isotropes.
2.2.3.4 Les TPM a` jambes de longueur variable
Les TPM a` jambes de longueur variable sont des TPM dont les liaisons actionne´es sont des
liaisons prismatiques non-fixe´es sur le baˆti, a` la fac¸on des PKM hexapodes (voir paragraphe
2.2.2.2). Nous allons pre´senter deux repre´sentants de cette famille : le 3-UPU et le 3-RPC.
Un des repre´sentants les plus connus de cette famille est le me´canisme 3-UPU assemble´
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pour la translation (Fig. 2.33) qui a fait l’objet de plusieurs travaux : analyse des conditions
ge´ome´trique assurant le mouvement de translation de la plate-forme mobile [Di Gregorio 99],
optimisation ge´ome´trique de la plate-forme en fonction du conditionnement [Tsai 00].
Le 3-UPU est constitue´ d’une plate-forme mobile connecte´e au baˆti par trois chaˆınes cine´matiques.
Chacune est constitue´e 1) d’une liaison cardan (U) suivie 2) d’une liaison prismatique actionne´e
(P) suivie 3) d’une autre liaison cardan (U). Un arrangement particulier des cardans permet de
restreindre comple`tement l’orientation de la plate-forme mobile [Tsai 00] : pour chaque jambe,
(i) l’axe de la premie`re liaison pivot doit eˆtre paralle`le a` celui de la dernie`re liaison pivot, et
(ii) les deux axes des liaisons pivot interme´diaires doivent eˆtre paralle`les entre eux.
(a) Me´canisme de Tsai
(b) Prototype de
Frank Park (Seoul
National University)
Fig. 2.33 – Me´canisme 3-UPU
Un TPM de type 3-RPC est pre´sente´ dans [Callegari 03] (Fig. 2.34). Chaque jambe est com-
pose´e de l’association en se´rie d’une liaison de type R (Revolute, i.e. roto¨ıde/pivot), Prismatique
actionne´e, et de type C (Cylindrical, i.e. Pivot Glissant). Deux conditions ge´ome´triques doivent
eˆtre ve´rifie´es pour assurer un mouvement de translation a` la plate-forme mobile : (i) pour la
jambe nume´ro i, les axes des liaisons R et C doivent eˆtre paralle`les a` un meˆme vecteur ui, et
(ii) deux jambes nume´rote´es i et j telles que i 6= j doivent eˆtre arrange´es telles que ui 6= uj.
Il existe bien suˆr d’autres TPM a` jambes de longueur variable. Citons par exemple [Carricato 03]
qui pre´sente de nouveaux TPM de type 3-RPRRR (la liaison prismatique est actionne´e) cousins
du 3-UPU, ou encore [Di Gregorio 02] qui pre´sente des TPM de type 3-RRRRP (idem).
27
Plate−forme mobile
Bati
Fig. 2.34 – TPM de type 3-RPC [Callegari 03]
2.2.3.5 Les TPM de type Delta
Dans la famille des TPM a` jambes de longueur fixe, on trouve les de´rive´s du robot Delta
initialement conc¸u par Reymond Clavel de l’EPFL (Ecole Polytechnique Fe´de´rale de Lausanne)
et destine´ a` des ope´rations de type pick-and-place [Clavel 88], [Clavel 90] (Fig. 2.35). Le robot
Delta est muni de trois actionneurs rotatifs relie´s a` des paralle´logrammes qui suppriment les
DDL en rotation de la plate-forme mobile.
Fig. 2.35 – Le robot Delta
Le robot Delta est inte´ressant car les paralle´logrammes assurent une bonne rigidite´ tor-
sionnelle lorsque des couples sont applique´s sur la plate-forme mobile. Par contre les pieds des
jambes, c’est-a`-dire les membrures qui relient l’actionneur rotatif aux paralle´logrammes, sont
sollicite´s en flexion par les couples transmis par les paralle´logrammes, ce qui pose le meˆme type
de proble`me que pour les LTPM.
Si on remplace les actionneurs rotatifs par des actionneurs line´aires, les DDL de la plate-
forme mobile ne changent pas. De plus, il devient alors possible de connecter directement le
paralle´logramme a` la liaison actionne´e. Ceci permet de supprimer le pied afin d’e´liminer le
proble`me de pre´cison duˆ a` sa flexion, qui conduit a` son surdimensionnement, ce qui nuit aux
performances dynamiques.
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Le Triaglide de MIKRON et de l’ETH de Zu¨rich posse`de ainsi trois liaisons prismatiques pa-
ralle`les et coplanaires relie´es directement au paralle´logramme (Fig. 2.36). Les paralle´logrammes
sont lie´s aux liaisons prismatiques actionne´es sans membrure interme´diaire donc le proble`me
du pied n’existe pas pour cette PKM. Il est possible d’obtenir une course importante selon la
direction des actionneurs prismatiques.
Fig. 2.36 – Le Triaglide
Les PKM Linapod de l’ISW de l’universite´ de Stuttgart, INDEX V100 (PKM de tour-
nage vertical), UraneSX de Renault Automation [Company 02] et Quickstep de Krause and
Mauser [Holy 00], posse`dent elles aussi trois liaisons prismatiques paralle`les et non coplanaires,
directement connecte´es au paralle´logramme (Fig. 2.37).
L’UraneSX est specialise´e dans les ope´rations de type perc¸age-lamage-taraudage. Sa vitesse
de broche est de 40,000 tr.min−1. L’utilisation de moteurs line´aires autorise des acce´le´rations
allant de 35 a 50 m.s−2, et des vitesses de de´placement des axes de 100 a` 150 m.min−1.
Ces architectures permettent e´galement d’avoir une course importante le long des axes des
actionneurs, ce qui est inte´ressant pour l’usinage de pie`ces longues comme on l’a vu dans le cas
des teˆte d’usinage Sprint Z3 et Hermes, de l’Hexapode CMW, de l’Hexaglide et du Triaglide.
2.2.3.6 Conclusions
A` priori toutes les topologies possibles de TPM se trouvent dans [Kong 03]. Pour chacune
de celles-ci, il est important d’analyser en de´tails les conditions ne´cessaires et suffisantes au
de´placement en translation de la plate-forme mobile, afin de s’assurer du bon fonctionnement
du TPM. L’aptitude a` l’usinage de chacune de ces architectures pourra eˆtre mesure´e avec les
nouveaux indices de performance que nous pre´senterons dans le chapitre 3.
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(a) Linapod (b) INDEX V100
(c) UraneSX (d) Quickstep
Fig. 2.37 – PKM de type Delta line´aire a` liaisons prismatiques paralle`les
2.2.4 Avantages et inconve´nients des PKM
2.2.4.1 Avantages
L’application des me´canismes paralle`les a` l’UGV est prometteuse. En effet, les PKM sont
re´pute´es pour leur faible masse en mouvement, leur bonne rigidite´, leurs acce´le´rations e´le´ve´es.
De plus, malgre´ leur structure le´ge`re, le risque de proble`mes vibratoires est limite´ par le fait
qu’en UGV, les efforts de coupe sont plus faibles qu’en usinage conventionnel. Les PKM sont
re´pute´es pour eˆtre plus pre´cises que les machines se´rielles mais ce n’est pas toujours le cas
[Wenger 99].
Au vu des performances de certains prototypes de PKM (vitesses de broche jusqu’a` 40,000
tr.min−1, vitesses de de´placement allant de 100 a` 150 m.min−1, acce´le´rations jusqu’a` 3G), on
comprend l’inte´reˆt des constructeurs de machines outils pour les structures paralle`les. Cepen-
dant, la supe´riorite des PKM sur les machines se´rielles n’est pas formellement prouve´e. Les PKM
pourraient eˆtre supe´rieures pour certaines taˆches seulement. Ce serait ne´anmoins un progre`s
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tre`s important. Un autre avantage des PKM est que l’utilisation des meˆmes composants pour
construire les jambes peut contribuer a` abaisser le couˆt de fabrication.
2.2.4.2 Inconve´nients
Cependant, les PKM ont des inconve´nients. Leur espace de travail n’a pas une forme
ge´ome´trique simple, ce qui est geˆnant pour la planification de trajectoires d’usinage classiques
(rainure, perc¸age, contournage) qui requie`rent en ge´ne´ral un espace de travail de forme pa-
ralle´le´pipe´dique. Un exemple est donne´ sur la Fig. 2.38 qui repre´sente le volume de travail du
Tricept de Neos Robotics. On voit que la forme de ce volume est assez complexe et peu adapte´e
aux formes les plus courantes des pie`ces a` usiner. Il faudrait pouvoir prendre en compte ce
proble`me dans la conception. C’est ce a` quoi re´pond le chapitre 3 de cette the`se.
Fig. 2.38 – Forme de l’espace de travail du Tricept
De plus, le volume de travail est souvent faible par rapport a` l’encombrement si l’on compare
avec une machine se´rielle [Rehsteiner 98]. Et les capacite´s d’orientation d’une PKM sont en
ge´ne´ral limite´es, a` cause de la pre´sence des singularite´s paralle`les [Krut 03].
Pour une PKM, les FAV et FAE peuvent varier de fac¸on importante dans l’espace de travail
parce que le de´placement de l’outil n’est pas du tout une fonction line´aire du de´placement
des actionneurs. Cela est particulie`rement vrai au voisinage des singularite´s, ou` ils atteignent
des valeurs extreˆmes. Cela pose un proble`me de pre´cision : en effet les FAV peuvent amplifier
l’erreur de mesure du codeur, mesure sur laquelle on s’appuie pour connaˆıtre la position re´elle
de l’outil. Cela pose aussi un proble`me de rigidite´ : les FAE peuvent eˆtre tre`s faibles au voisinage
des singularite´s paralle`les, dans ce cas l’outil ne peut plus encaisser les efforts de coupe et les
composants de la PKM peuvent eˆtre endommage´s.
Enfin, la calibration des PKM peut s’ave´rer complique´e du fait de la complexite´ du mode`le
cine´matique [Daney 00]. De plus, dans le cas des PKM a` jambes de longueur variable re´alise´es
au moyen de vis a` billes, l’e´chauffement pose proble`me, car le phe´nome`ne est important et nuit
a` la precision de la machine. En effet, les re`gles de mesure ainsi que les jambes se de´forment
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sous l’effet de la chaleur et faussent le mode`le geometrique de la machine. Les proble`mes de
calibration duˆs aux erreurs de fabrication e´tant de´ja` complique´s a` re´soudre dans le cas des
PKM a` cause de la complexite´ des mode`les ge´ome´triques, on comprend que les proble`mes de
dissipation thermique soient a` prendre en compte au plus toˆt dans la conception d’une PKM.
2.2.4.3 Solutions possibles pour pallier les inconve´nients des PKM
Dans [Pritschow 00], l’auteur propose des solutions techniques aux limitations des PKM que
nous venons d’exposer (volume de travail faible, non-line´arite´ des performances, de´battement
angulaire faible a` cause des singularite´s), dans le cas particulier de PKM planes a` 2 DDL
en translation, semblables a` celles de la Fig. 2.1. L’auteur sugge`re par exemple d’utiliser une
jambe passive pour mesurer pre´cise´ment la position de l’outil. Ceci permet de s’affranchir
des de´formations des membrures et des liaisons, dues aux efforts applique´s et a` la dilatation
thermique car cette jambe passive n’y est pas soumise (Fig. 2.39). Ce principe est applique´ a`
la machine Tricept de Neos Robotics par exemple. La liaison prismatique passive est e´quipe´e
de capteurs et sert de re`gle de mesure de la position de l’outil.
Règle de mesure
Jambe passive
Jambes actionnées
Fig. 2.39 – Utilisation d’une jambe passive pour s’affranchir des effets de la dilatation et des
de´formations
L’utilisation de la redondance d’actionnement est e´galement propose´e comme moyen d’e´viter
les singularite´s et d’augmenter le de´battement angulaire. Sur la Fig. 2.40, la pre´sence d’une
liaison actionne´e redondante permet de contrer la perte de rigidite´ duˆe a` la singularite´ paralle`le.
Dans cette configuration, une des jambes est en singularite´ paralle`le car elle est aligne´e avec
la plate-forme mobile. La pre´sence d’actionneurs supple´mentaires permet de contrer l’effet de
la singularite´, et donc de be´ne´ficier d’un de´battement angulaire plus important. Cette ide´e est
utilise´e dans [Krut 03] dans le cas de PKM spatiales.
Pour s’affranchir des pertes de rigidite´ au voisinage des singularite´s paralle`les, on peut aussi
changer de mode de fonctionnement afin de se placer dans une configuration meilleure du point
de vue de la rigidite´. Sur la Fig. 2.41, les liaisons pivot actionne´es sont grise´es. On sent bien que
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Une des jambes est en singularité parallèle 
Plate−forme mobile
car alignée avec la plate−forme mobile
Fig. 2.40 – Utilisation de la redondance pour contrer les effets des singularite´s paralle`les
le me´canisme de droite re´sistera mieux a` un effort vertical que celui de gauche, qui se trouve en
singularite´ paralle`le : dans cette configuration les couples a` exercer par les actionneurs doivent
eˆtre infinis pour que le me´canisme encaisse un effort vertical sans que le point P se de´place.
Fig. 2.41 – Changement de mode de fonctionnement pour contrer les effets des singularite´s
paralle`les
En pratique, les constructeurs de PKM n’envisagent pas cette solution, techniquement com-
plexe et risque´e (il faut franchir une singularite´ paralle`le) et donc couˆteuse. On pre´fe`rera tenir
compte de la non homoge´ne´¨ıte´ des performances en re´duisant l’espace de travail parcourable
a` une zone utile e´loigne´e des singularite´s et garantissant des performances cine´tostatiques mi-
nimales. C’est le proce´de´ qui est utilise´ dans [Wenger 00] pour concevoir et optimiser l’espace
de travail de l’Orthoglide, une PKM spatiale a` 3 DDL en translation sur laquelle nous nous
appuierons dans les chapitres 3 et 4 afin d’illustrer nos contributions.
Pour pallier la non homoge´ne´¨ıte´ des performances des PKM dans leur espace de travail, les
logiciels de commande nume´rique devraient tenir compte des variations des FAV pour ajuster la
vitesse des actionneurs afin de respecter la vitesse programme´e sur la trajectoire de l’outil. Ce
n’est pas le cas et les utilisateurs de PKM s’en plaignent. Par exemple, la CN 840 D de Siemens,
utilise´e par plusieurs PKM industrialise´es, prend seulement en compte le mode`le ge´ome´trique
inverse mais ce n’est pas suffisant.
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Cependant, prendre en compte la non homoge´ne´¨ıte´ des performances ne re`glerait pas le
proble`me des variations de rigidite´ d’une PKM dans son espace de travail duˆe aux singularite´s,
ni un autre proble`me, e´galement rencontre´ par les machines se´rielles, lie´ a` la discontinuite´ des
trajectoires d’usinage : lorsque l’outil doit usiner un angle droit ou un faible rayon de courbure,
les actionneurs ne peuvent acce´le´rer suffisamment fort pour maintenir la vitesse programme´e.
Un proble`me plus technologique pose´ par les PKM est la pollution magne´tique qui geˆne
l’e´vacuation des copeaux si l’on utilise des moteurs line´aires, comme c’est le cas pour l’UraneSX.
Dans ce cas, il faut veiller a` isoler les guidages des moteurs de l’outil. L’UraneSX utilise un
panneau de se´paration mobile qui isole les moteurs de l’outil. Sur la Fig. 2.42, on se trouve du
coˆte´ des moteurs, on voit bien les paralle´logrammes et au fond la plate-forme mobile.
Fig. 2.42 – Isolation des moteurs de l’UraneSX
Lorsque les jambes sont de longueur variable et que les liaisons actionne´es sont re´alise´es avec
des vis a` billes, il faut isoler la vis des copeaux. Ceci peut eˆtre re´alise´ en utilisant un souﬄet
sur chaque jambe, comme c’est le cas pour la PKM hexapode de la socie´te´ Hexel (Fig. 2.43).
Il faut cependant veiller a` une bonne dissipation thermique afin que la chaleur ge´ne´re´e par les
frottements entre la vis et les billes ne dilate pas la vis.
Fig. 2.43 – Protection des vis a` billes par un souﬄet
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2.2.4.4 Conclusions
L’application des me´canismes paralle`les a` l’usinage semble prometteuse. Il faut cependant
connaˆıtre les points positifs et ne´gatifs des PKM afin de ne pas commettre d’erreur importante
lors de leur conception. Dans le Tab. 2.1, nous avons synthe´tise´ les principales diffe´rences entre
les PKM et les machines outil se´rielles, ce qui revient a` comparer leurs avantage et inconve´nients.
Machine Outil se´rielle PKM
+ Volume de travail important / – Volume de travail restreint
encombrement du me´canisme encombrement du me´canisme
+ Volume de travail de forme re´gulie`re – Volume de travail de forme complexe
– – Performances dynamiques ++ Bonnes performances dynamiques
+ Mode`le cine´matique simple – Mode`le cine´matique complexe
+ Performances varient line´airement – Performances peuvent varier brutalement
+ De´tection singularite´s facile – De´tection singularite´s complexe
+ Pas de singularite´s paralle`les – Pre´sence de singularite´s paralle`les
dans l’espace de travail
Tab. 2.1 – Comparaison des PKM avec les machines outils se´rielles
En observant ce tableau, on pourrait penser que les PKM ont tellement d’inconve´nients par
rapport aux machines se´rielles que leur application a` l’usinage ne vaut pas le coup. Cependant,
l’inertie des machines outils se´rielles est une barrie`re physique empeˆchant d’accroˆıtre la vitesse
de production, a` moins de construire des machines surdimensionne´es et hors de prix. L’avantage
principal des PKM, les performances dynamiques, a donc un poids tre`s important, d’autant
plus que certains des de´fauts pre´sente´s dans le Tab. 2.1 sont en train d’eˆtre re´solus au niveau
de la recherche/de´veloppement :
1. Dans cette the`se, nous proposons par exemple des indices de performance qui prennent
en compte la forme complexe du volume de travail et la variation des performances
cine´tostatiques. Graˆce a` ces indices, les PKM les moins soumises a` ces deux de´fauts
peuvent eˆtre mises en e´vidence et se´lectionne´es pour l’industrialisation ;
2. Les commandes nume´riques actuelles sont de plus en plus capables d’inte´grer et de ge´rer
les mode`les cine´matiques complexes des PKM, cet inconve´nient est donc en train de
disparaˆıtre e´galement ;
3. Comme on l’a vu dans le paragraphe 2.1.5, les me´thodes de de´tection des singularite´s
existent et progressent, on sait de mieux en mieux comment les identifier pour diffe´rentes
familles de PKM afin de les e´viter.
Ne reste donc qu’une seule ve´ritable limite, intrinse`que aux PKM : leur volume de travail
restreint, duˆ a` l’architecture paralle`le, qui fait que les jambes de la PKM se retiennent, en
quelque sorte, les unes les autres, empeˆchant ainsi la plate-forme mobile d’acce´der a` un grand
volume de travail par rapport a` son encombrement.
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Remarque : Ce de´faut est moindre pour une certaine cate´gorie de manipulateurs paralle`les,
les LTPM isotropes (Linear Translational Parallel Manipulator, voir paragraphe 2.2.3.2), dont
les jambes peuvent s’e´tendre entie`rement sans eˆtre retenues par les autres. De plus, l’isotropie
dans tout l’espace de travail est une proprie´te´ inte´ressante pour une PKM si la variation des
FAV pose proble`me (voir paragraphe 2.2.4.2). Les LTPM isotropes pre´sentent donc de nombreux
atouts pour une application a` l’usinage.
Malheureusement, ils ont le meˆme de´faut que les machines outils se´rielles. Leurs jambes
sont sollicite´es en flexion, donc a` priori leurs membrures ne´cessiteraient d’eˆtre largement di-
mensionne´es pour re´sister aux de´formations, ce qui nuirait aux performances dynamiques. Sur
la Fig. 2.44, on a repre´sente´ une des jambes du LTPM isotrope de la Fig. 2.30 et les couples qu’il
peut transmettre. On voit que les couples applique´s au niveau de la plate-forme et encaisse´s
par les jambes vont solliciter les membrures en flexion.
Y
C
C
X Y
Z
X
Fig. 2.44 – Sollicitation en flexion d’une jambe d’un LTPM isotrope
De plus, si l’on utilise ce LTPM isotrope pour l’usinage, les jambes vont transmettre des
efforts importants (selon l’axe Z sur la Fig. 2.44) qui vont accroˆıtre la sollicitation des jambes
en flexion.
Ce proble`me concerne vraisemblablement toutes les architectures possibles de LTPM iso-
tropes, isostatiques ou non. Naturellement, un LTPM isotrope hyperstatique sera plus rigide
et les de´formations des membrures seront moindres, mais en contrepartie il sera plus couˆteux
a` fabriquer.
Il semble donc que l’avantage du volume de travail important des LTPM isotropes par
rapport a` leur encombrement serait diminue´ par l’affaiblissement des performances dynamiques,
qui paˆtiraient d’un surdimensionnement des jambes ne´cessaire pour lutter contre les effets de
la flexion et fournir la rigidite´ minimum requise pour l’usinage. La sollicitation en flexion des
membrures d’une PKM est en effet la plus nuisible a` la rigidite´, comme nous le verrons dans le
chapitre 4. Il est donc pre´fe´rable que les membrures soient sollicite´es en traction / compression,
comme par exemple le sont celles constituant les paralle´logrammes des PKM de type Delta
line´aire (voir paragraphe 2.2.3.5).
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Les LTPM isotropes ne semblent donc pas eˆtre les meilleurs candidats pour l’usinage, meˆme
si en UGV les efforts de coupe sont plus faibles. Le proble`me de la flexion devrait eˆtre e´tudie´
en profondeur avant d’envisager cette application.
2.3 Synthe`se de me´canismes paralle`les
Les travaux pre´sente´s dans cette the`se vont contribuer a` aider a` la conception de PKM, dont
une e´tape importante est la synthe`se du me´canisme, c’est-a`-dire le choix et l’optimisation de
l’architecture. Nous allons donc pre´senter un e´tat de l’art portant sur la synthe`se des me´canismes
paralle`les.
2.3.1 Introduction
2.3.1.1 Donne´es du proble`me
Lors de la conception d’une PKM, il faut d’abord de´terminer le type de mouvement re-
cherche´, qui de´pend de l’application [Brogardh 02] : nombre et type de DDL, courses dispo-
nibles dans l’espace de travail. Puis, en fonction du mouvement et de l’amplitude recherche´s
(manipulateur pour le positionnement, ou l’orientation, ou les deux), on pre´cise la structure
d’actionnement (guidages prismatiques paralle`les comme pour l’UraneSX par exemple), la struc-
ture cine´matique (pleinement paralle`le, redondante, hybride, ajout de jambes passives). C’est
la synthe`se structurelle, phase tre`s importante lors de la synthe`se de me´canismes paralle`les. La
phase suivante est l’optimisation cine´matique et dynamique, avec mode`le de corps rigide ou
flexible suivant les caracte´ristiques que l’on cherche a` e´valuer. C’est la synthe`se ge´ome´trique,
deuxie`me phase tout aussi importante.
2.3.1.2 Une approche globale est ne´cessaire
Dans [Merlet 02], on explique que la synthe`se de me´canismes paralle`les, en fonction de
crite`res de conception de´finis a` l’avance, pose deux proble`mes : choisir la bonne topologie
(synthe`se structurelle), et de´finir la bonne ge´ome´trie pour la topologie choisie (synthe`se ge´ome´trique).
Les deux proble`mes sont complexes : [Merlet 02] pre´cise qu’il est difficile de comparer des to-
pologies diffe´rentes sans spe´cifier la ge´ome´trie, or les performances des me´canismes paralle`les
de´pendent fortement de leur ge´ome´trie. L’auteur sugge`re donc d’adopter une approche globale,
c’est-a`-dire de suivre une me´thode de conception syste´matique prenant en compte de front la
synthe`se structurelle (ou topologique) et la synthe`se ge´ome´trique (ou dimensionnelle).
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2.3.1.3 Exemples d’approches globales
C’est la me´thode adopte´e dans [Pritschow 97]. L’auteur propose une de´marche globale en
6 e´tapes pour la conception syste´matique de PKM de types hexaglide ou hexapode : choix de
la topologie des jambes, choix du nombre de liaisons actionne´es, choix des points de base des
jambes, choix des points d’attache des jambes a` la plate-forme, choix de la direction de la force
applique´e par les jambes, choix de la direction de l’axe vertical. L’auteur pre´conise e´galement
l’utilisation d’e´le´ments modulaires (actionneurs, liaisons cine´matiques, membrures, baˆti) afin
que la PKM puisse eˆtre reconfigure´e si l’on souhaite tester diffe´rentes architectures.
Une de´marche de conception globale est aussi adopte´e dans [Company 02], ou` l’on de´crit
la conception d’une PKM a` translations de type Delta line´aire : l’UraneSX (voir paragraphe
2.2.3.5). Le re´sultat de la synthe`se structurelle re´sulte d’une re´flexion me´canique et techno-
logique dont le but est de se´lectionner la meilleure architecture paralle`le existante pour des
ope´rations d’usinage 3 axes de type perc¸age-lamage-taraudage. Les parame`tres ge´ome´triques
variables sont les suivants : l’orientation des axes des liaisons prismatiques actionne´es puis, une
fois celle-ci choisie, la longueur L des barres, et le parame`tre R−r, ou` r est le rayon de la plate-
forme et R le rayon du cylindre le long duquel sont fixe´s les guidages prismatiques. Les mode`les
permettant d’e´tudier l’influence de ces parame`tres sur les performances cine´tostatiques, dyna-
miques ainsi que sur l’encombrement et la pre´cision sont propose´s. Ils peuvent servir a` choisir
les valeurs optimales de L et R − r en fonction des performances requises par le cahier des
charges.
2.3.1.4 Conclusion
Formuler une approche globale et ge´ne´rique est tre`s difficile car en toute rigueur c’est
un travail e´norme. Ceci explique qu’il y ait pour l’instant peu de travaux sur ce sujet. Par
contre il existe des travaux plus nombreux portant spe´cifiquement sur la synthe`se structu-
relle et sur la synthe`se ge´ome´trique. Ces deux sous-proble`mes sont moins complique´s a` traiter
inde´pendamment et ils ont fait l’objet de nombreuses recherches. Nous allons pre´senter un e´tat
de l’art de ces travaux.
2.3.2 Synthe`se structurelle
2.3.2.1 Ge´ne´ralite´s
La synthe`se structurelle des me´canismes paralle`les est un vaste the`me de recherche qui a
une grande importance, car une utilisation plus re´pandue de ces me´canismes dans l’industrie
passe par l’invention de nouvelles architectures [Brogardh 02]. Dans [Brogardh 02] on pre´sente
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d’ailleurs de nouveaux me´canismes paralle`les pour diffe´rentes applications (orientation, posi-
tionnement) utilisant diffe´rents principes techniques (me´canisme hybride, redondance) pour
mettre en e´vidence la richesse des possibilite´s offertes par les me´canismes paralle`les.
Cependant, la synthe`se de ces nouveaux me´canismes ne re´sulte pas de l’utilisation d’une
me´thode formalise´e. Ces me´canismes sont ne´s dans l’esprit de l’auteur a` partir du me´lange
de trois qualite´s ne´cessaires a` un concepteur de syste`mes me´caniques : intuition, imagination
et expe´rience. Proce´der ainsi est ne´anmoins efficace car la plupart des nouveaux me´canismes
paralle`les de´couverts chaque anne´e le sont de cette fac¸on et ils sont nombreux.
L’auteur qui est bien conscient de ce fait sugge`re donc que les travaux de recherche en
synthe`se structurelle s’intensifient afin de de´couvrir des architectures nouvelles encore plus
nombreuses.
2.3.2.2 Principes
Les travaux portant sur la synthe`se de me´canismes paralle`les commencent logiquement par
de´finir le mouvement recherche´ pour la plate-forme mobile (nombre et type de DDL). Puis, en
ge´ne´ral, ils de´terminent les contraintes cine´matiques que chaque jambe doit appliquer sur la
plate-forme pour respecter les DDL prescrits. C’est cette me´thode qui est par exemple mise en
oeuvre dans [Carricato 02] pour pre´senter tre`s pe´dagogiquement les LTPM isotropes.
Pour s’assurer que les contraintes applique´es par chaque jambe sont inde´pendantes les unes
des autres dans l’espace des configurations du me´canisme, les auteurs de ces travaux ont recours
soit a` une analyse ge´ome´trique exhaustive comme dans [Carricato 03], dont l’inte´reˆt est la
simplicite´, soit a` un formalisme mathe´matique qui permet d’utiliser les outils puissants de
l’alge`bre line´aire, dont l’utilisation est complexe et ne´cessite une parfaite maˆıtrise des concepts
mathe´matiques qui les fondent, mais qui constitue un pas vers la mise au point d’une me´thode
syste´matique et rigoureuse de synthe`se structurelle des me´canismes paralle`les.
Nous allons pre´senter brie`vement deux des formalismes utilise´s, et nous renvoyons vivement
a` la lecture attentive des re´fe´rences bibliographiques cite´es pour plus de de´tails.
2.3.2.3 Utilisation de la the´orie des visseurs
La the´orie des visseurs, en Anglais Screw Theory [Ball 1900], est utilise´e dans [Kong 03] pour
la ge´ne´ration syste´matique de me´canismes paralle`les a` 3 DDL en translation ou en rotation, et
dans [Fang 02] pour la ge´ne´ration de me´canismes paralle`les a` 4 et 5 DDL (3 translations + 1 ou
2 rotations). L’expose´ du formalisme mathe´matique est assez long, donc nous allons seulement
rappeller les principes de base et surtout la fac¸on dont on utilise les visseurs pour la synthe`se
39
structurelle.
Un visseur est de´fini par une droite et un pas p. On peut associer un visseur de pas infini
a` une liaison prismatique et un visseur de pas nul a` une liaison pivot. Un visseur est appele´
twist (ou torseur cine´matique) s’il repre´sente le mouvement instantane´ d’un solide, et wrench
(ou torseur statique) s’il repre´sente un syste`me de forces et de couples applique´ sur un solide.
Les visseurs permettent de de´finir pour chaque jambe d’un me´canisme paralle`le un ensemble
de droites appele´ twist system : c’est la somme des twist associe´s a` chaque liaison dont est
constitue´e la jambe. Le syste`me re´ciproque du twist system de la jambe est appele´ wrench
system et repre´sente le syste`me de forces et de couples pouvant eˆtre encaisse´ (ou transmis)
par la jambe. La somme des wrench system de chaque jambe forme le wrench system de la
plate-forme mobile, c’est-a`-dire le syste`me de forces et de couples pouvant eˆtre encaisse´ (ou
transmis) par la plate-forme mobile.
Prenons maintenant le proble`me a` l’envers, et supposons que l’on veuille re´aliser la synthe`se
structurelle d’un me´canisme paralle`le :
1. On impose le nombre et le type des DDL de la plate-forme mobile, cela de´finit le twist
system de celle-ci ;
2. On sait que le syste`me re´ciproque, i.e. le wrench system de la plate-forme, est constitue´
de la somme des wrench system de chaque jambe ;
3. On attribue a` chaque jambe une partie du wrench system de la plate-forme, et on en tire
le syste`me re´ciproque, i.e. le twist system de chaque jambe ;
4. On de´termine les liaisons qui constituent la jambe telles que la somme des twist associe´s
a` chacune d’elles soit e´gale au twist system de la jambe.
Il faut ensuite s’assurer que le twist system de chaque jambe reste le meˆme quelle que
soit la configuration du me´canisme. En effet, une limite a` l’utilisation des visseurs est qu’ils
mode´lisent des mouvements infinite´simaux, alors que la synthe`se structurelle vise a` concevoir
des me´canismes a` mobilite´ finie. Pour chaque me´canisme synthe´tise´ avec cette me´thode, il
faut donc prouver l’inte´grabilite´ du mouvement infinite´simal, c’est-a`-dire la permanence du
mouvement infinite´simal.
Un exemple particulier de me´canisme ge´ne´re´ graˆce aux visseurs est le LTPM (voir para-
graphe 2.2.3.3) isotrope pre´sente´ dans [Kong 02a] (Fig. 2.45). Ce LTPM est isotrope dans tout
l’espace de travail, et sa matrice Jacobienne est la matrice Identite´.
Dans [Kim 03], on utilise la the´orie des visseurs pour former l’espace des mouvements res-
treints de la plate-forme mobile et construire une matrice Jacobienne e´tendue qui inclut ces
mouvements restreints. Cette matrice particulie`re permet de de´duire les diffe´rentes topologies
de jambes envisageables en fonction du mouvement souhaite´ pour la plate-forme mobile. La
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Fig. 2.45 – Me´canisme LTPM isotrope de [Kong 02a]
me´thode est applique´e aux me´canismes paralle`les a` translations. C’est une fac¸on similaire d’uti-
liser les visseurs pour la synthe`se structurelle.
Remarque : Il est tre`s inte´ressant d’utiliser les visseurs pour de´tecter les singularite´s pa-
ralle`les. En effet, ces singularite´s sont des configurations en lesquelles un mouvement parasite
infinite´simal de la plate-forme devient possible. En ces configurations, l’ordre du wrench system
de la plate-forme diminue, parce que les wrench system des jambes deviennent coline´aires. Pour
les me´canismes courants, les wrench system des jambes sont des droites. Il est donc simple
et rapide d’intuiter les configurations singulie`res en imaginant le de´placement spatial de ces
droites lorsque la configuration du me´canisme change.
2.3.2.4 Utilisation du groupe de Lie des de´placements
Il n’est pas toujours facile d’e´tablir la condition d’inte´grabilite´ du mouvement infinite´simal
[Leguay-Durand 98], sauf dans les cas particuliers ou le twist system de la plate-forme est un
sous-groupe de Lie. Par conse´quent, d’autres travaux sur la synthe`se structurelle ont pour but
de de´terminer la topologie des jambes afin que le mouvement de la plate-forme mobile soit un
sous-groupe du groupe de Lie des de´placements finis. Ainsi, le mouvement de la plate-forme du
me´canisme ge´ne´re´ sera force´ment un mouvement fini. Si l’on veut ge´ne´rer un TPM, le mouve-
ment de la plate-forme doit par exemple appartenir au sous-groupe de Lie des de´placements en
translation, et si l’on veut ge´ne´rer un poignet sphe´rique1 au sous-groupe de Lie des de´placements
sphe´riques.
La the´orie des groupes fait appel a` des notions mathe´matiques complexes que nous n’allons
pas rappeller ici. Notre but est de re´sumer le principe de la me´thode employe´e pour appliquer
le groupe de Lie des de´placements a` la synthe`se structurelle. Les travaux pionniers et complets
dans ce domaine sont ceux de Jacques Herve´ de l’Ecole Centrale Paris [Herve´ 91] et [Herve´ 99].
1Un de´placement sphe´rique est un de´placement spatial en rotation autour d’un point. La plate-forme mobile
d’un me´canisme paralle`le sphe´rique posse`de trois degre´s de liberte´ en rotation dont les axes de rotation sont
concourants et forment une base de dimension 3
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Certains des sous-groupes du groupe de Lie des de´placements finis ont une repre´sentation
matricielle : ils repre´sentent les liaisons cine´matiques e´le´mentaires (pivot, glissie`re, etc...) qui
caracte´risent les mouvement d’un corps rigide. La repre´sentation matricielle dans l’espace
Carte´sien d’une rotation ou d’une translation est courante avec le mode´le ge´ome´trique de
Denavit-Hartenberg par exemple.
Le principe de la me´thode est similaire a` celui utilise´ pour les visseurs, excepte´ que l’on reste
toujours dans le domaine cine´matique, c’est-a`-dire que l’on n’utilise aucune notion re´ciproque
associe´e aux efforts.
Supposons par exemple que l’on veuille ge´ne´rer un me´canisme sphe´rique. Il faut choisir le
nombre de sous-groupes (liaisons e´le´mentaires) qui vont composer chaque jambe, 5 si l’on veut
un me´canisme isostatique. Le sous-groupe de de´placements ge´ne´re´ par chaque jambe est e´gal au
produit des sous-groupes qui composent la jambe. Le sous-groupe de de´placement de la plate-
forme est e´gal a` l’intersection des sous-groupes ge´ne´re´s par chaque jambe. Or l’intersection de
sous-groupes est un sous-groupe, donc les proprie´te´s d’alge`bre de Lie (notamment le caracte`re
fini du de´placement) du sous-groupe des de´placements de la plate-forme sont conserve´es.
Pour la synthe`se structurelle, il faut effectuer cette de´marche a` l’envers, comme pour les
visseurs :
1. On impose le nombre et le type des DDL de la plate-forme mobile, cela de´finit son sous-
groupe de de´placements, on sait que ce sous-groupe est l’intersection des sous-groupes de
de´placements ge´ne´re´s par les jambes ;
2. On attribue a` chaque jambe un sous-groupe de de´placements, tel que l’intersection des
sous-groupes attribue´s aux jambes soit e´gale au sous-groupe de de´placements de la plate-
forme ;
3. On de´termine les sous-groupes (ou liaisons cine´matiques) qui constituent la jambe telles
que leur produit soit e´gal au sous-groupe de de´placements attribue´ a` la jambe.
Le groupe de Lie des de´placements de corps rigides est applique´ a` la synthe`se structurelle
de me´canismes paralle`les a` translations dans [Herve´ 91] et [Herve´ 99]. Dans [Karouia 03], on
l’utilise pour ge´ne´rer tous les me´canismes paralle`les sphe´riques (Fig. 2.46).
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Fig. 2.46 – Me´canisme sphe´rique de [Karouia 03]
2.3.3 Synthe`se ge´ome´trique
2.3.3.1 Introduction
La synthe`se ge´ome´trique d’un me´canisme paralle`le consiste en ge´ne´ral, pour une topologie
donne´e des jambes, a` de´terminer les parame`tres ge´ome´triques (dimensions des membrures,
courses des liaisons actionne´es, points d’attache des jambes sur le baˆti) afin d’atteindre des
performances prescrites par le cahier des charges.
Ces performances a` atteindre peuvent eˆtre caracte´rise´es de plusieurs fac¸ons : a` partir d’un
indice de performance cine´tostatique comme le conditionnement qui, dans l’espace de travail,
doit eˆtre maximum ou supe´rieur a` un seuil ; a` partir du volume de l’espace de travail, qui doit
eˆtre maximum ou atteindre une valeur prescrite ; a` partir d’un volume (cube, cylindre, etc...)
qui doit eˆtre inscrit dans l’espace de travail, dont le volume doit eˆtre maximum ou atteindre
une valeur prescrite.
Il arrive tre`s souvent que les objectifs de la synthe`se ge´ome´trique fassent intervenir un
me´lange des crite`res de performance de´crits ci-dessus. Nous allons pre´senter une revue des
travaux dans lesquels la synthe`se (ou optimisation) ge´ome´trique est re´alise´e a` partir de ces
crite`res de performance.
2.3.3.2 A` partir d’un indice cine´tostatique
Dans [Tsai 00], on maximise le conditionnement d’un me´canisme paralle`le de type 3-UPU
assemble´ pour la translation (Fig. 2.33). La maximisation du conditionnement moyen dans le
volume de travail aboutit au choix du facteur homothe´tique entre la plate-forme mobile et la
plate-forme fixe, qui sont des triangules e´quilate´raux, pour des bute´es articulaires pre´de´finies.
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C’est une optimisation a` 1 seul parame`tre.
Dans [Hong 00], on re´alise une analyse de transmissivite´ en vitesse et en force de la PKM
Eclipse I [Ryu 98] (Fig. 2.21. Les matrices Jacobiennes en force et en vitesse de la PKM sont
calcule´es. Chacune d’elle est divise´e en une matrice des vitesses line´aires (resp. forces) et une
matrice des vitesses angulaires (resp. moments). Une mesure de manipulabilite´ nouvelle est
introduite. Elle combine les volumes des 4 ellipso¨ıdes de manipulabilite´ relatifs aux 4 matrices
obtenues, et les 4 indices conditionnements associe´s. Deux parame`tres ge´ome´triques sont ensuite
optimise´s afin de maximiser cette mesure de manipulabilite´. Cette me´thode d’optimisation peut
eˆtre applique´e a` d’autres PKM a` 6 DDL et un de ses inte´reˆts est qu’elle propose une fac¸on de
re´soudre le proble`me de la signification physique de la manipulabilite´ d’un manipulateur a` 6
DDL calcule´e a` partir de sa matrice Jacobienne 6× 6.
2.3.3.3 A` partir d’un indice cine´tostatique et du volume de de l’espace de travail
Dans [Ottaviano 02], on pre´sente la conception optimale multi-objectifs du manipulateur
paralle`le CaPaMan qui posse`de trois degre´s de liberte´ (Fig. 2.47). Les objectifs de l’optimisation
sont la maximisation du volume de l’espace de travail en position et en orientation, ainsi que
l’e´vitement des singularite´s. Les parame`tres ge´ome´triques optimise´s sont au nombre de 6. Une
formulation ge´ne´rale du proble`me d’optimisation est pre´sente´e, ce qui est inte´ressant pour
appliquer cette me´thode a` d’autres manipulateurs paralle`les.
Fig. 2.47 – Me´canisme CaPaMan
Dans [Tremblay 99], on imple´mente un algorithme ge´ne´tique pour la synthe`se ge´ome´trique
de manipulateurs paralle`les de type Y-Star (Fig. 2.48). Les parame`tres ge´ome´triques sont au
nombre de 5 : ce sont les angles permettant de positionner les uns par rapport aux autres les
axes des 3 liaisons prismatiques actionne´es.
L’algorithme ge´ne´tique a pour but de maximiser simultane´ment les crite`res de performance
suivants : le volume W de l’espace de travail Carte´sien, le ratio d’aspect ρa = vinner/vouter
(ou` vinner est le volume de la plus grande boˆıte inscrite dans l’espace de travail et vouter est le
volume de la plus petite boˆıte contenant l’espace de travail), le ratio de dexte´rite´ ρd (qui est la
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Fig. 2.48 – Me´canisme Y-Star [Herve´ 92]
proportion de W dans laquelle la dexte´rite´ est supe´rieure a` 25%), et un crite`re moyen ponde´re´
de ces 3 crite`res. Le choix des coefficients de ponde´ration des 3 crite`res n’est malheureusement
pas discute´, bien qu’il l’ait visiblement e´te´ par les auteurs puisque les valeurs choisies sont tre`s
pre´cises. Les ordres de grandeur des diffe´rents indices de performance ne sont bien e´videmment
pas les meˆmes et il faut en tenir compte au sein du crite`re moyen. Nous proposerons dans le
chapitre 3 (paragraphe 3.7) une fac¸on de choisir ces coefficients dans le cas de la comparaison
de PKM.
L’utilisation, lors de la synthe`se ge´ome´trique, d’un crite`re moyen ponde´re´ prenant en compte
plusieurs crite`res de performance diffe´rents est une ide´e inte´ressante qui permet d’optimiser un
me´canisme paralle`le de fac¸on e´quilibre´e.
C’est l’ide´e exprime´e dans [Stock 03], ou` l’auteur re´alise la synthe`se ge´ome´trique d’une PKM
de type Delta line´aire cousine du Triaglide, selon une fonction d’utilite´ qui est en fait une somme
ponde´re´e de deux indices, l’un base´ sur le conditionnement, l’autre sur le taux d’utilisation
du volume de l’espace de travail. Le nombre de variables optimise´es est 4. La justification de
l’utilisation d’une fonction d’utilite´ compose´e de deux indices est que l’optimisation ge´ome´trique
selon un seul des deux indices aboutit a` des re´sultats the´oriques inutilisables en pratique :
l’espace de travail est tre`s petit si le conditionnement est optimise´ seul, et si le taux d’utilisation
du volume de l’espace de travail est optimise´ seul, alors le re´sultat est une PKM singulie`re dans
toutes les configurations. Le choix des coefficients de ponde´ration n’est pas discute´ en dehors
des valeurs 0 ou 1.
[Stock 03] illustre ne´anmoins clairement l’inte´reˆt d’utiliser des indices de performance mixtes.
Nous reprendrons donc cette ide´e et nous l’adapterons a` la comparaison de PKM dans le para-
graphe 3.7.
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2.3.3.4 A` partir d’une mesure de la rigidite´ et du volume de l’espace de travail
Dans [Zhang 02], on utilise e´galement un algorithme ge´ne´tique pour maximiser la rigidite´ et
le volume de travail d’une PKM tripode de type 3-PRS (S pour Sphe´rique, la liaison prismatique
est actionne´e) destine´e a` eˆtre monte´e sur une structure porteuse (Fig. 2.49). Le mode`le flexible
de ce me´canisme est base´ sur la de´formation des membrures en traction / compression et sur
la compliance de la liaison prismatique actionne´e. Les parame`tres ge´ome´triques variables sont
au nombre de 5. Le re´sultat de l’optimisation produit un me´canisme dont le volume de travail
et la rigidite´ sont plus e´leve´s que ceux du prototype.
Fig. 2.49 – Me´canisme tripode
2.3.3.5 A` partir d’un volume inscrit dans de l’espace de travail
Dans [Chablat 03], on optimise les parame`tres ge´ome´triques d’une PKM de type Delta
line´aire (appele´e Orthoglide) pour qu’un cube de dimensions prescrites soit inclus dans son
espace de travail, et qu’a` l’inte´rieur de ce cube les FAV soient borne´s, afin de limiter les variations
des performances cine´tostatiques.
Dans [Liu 04], on pre´sente de meˆme une me´thode de conception d’un me´canisme de type
UraneSX, base´e sur le concept d’espace de travail inscrit maximum. Les parame`tres ge´ome´triques
de la PKM sont de´finis de telle sorte qu’un cylindre de dimensions prescrites soit inscrit dans
l’espace de travail. Mais la variation des performances cine´tostatiques n’est pas prise en compte.
2.3.3.6 A` partir d’un volume de travail prescrit
D’autres approches de la synthe`se ge´ome´trique a` partir d’un volume de travail prescrit sont
propose´es dans [Boudreau 99], [Kosinka 03], [Merlet 97], [Merlet 02b], [Murray 96].
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2.3.3.7 A` partir de la raideur
Dans [Simaan 03], on propose de re´soudre le proble`me de la synthe`se ge´ome´trique d’un
me´canisme paralle`le a` partir d’une matrice de raideur de´sire´e. Les parame`tres ge´ome´triques
variables sont au nombre de 6 et sont les solutions d’un syste`me polynomial. La solution de la
synthe`se de seulement 6 e´le´ments de la matrice de raideur est donne´e sous forme symbolique
et conduit nume´riquement a` 384 solutions re´elles pour le choix de l’orientation des 6 liaisons
actionne´es.
2.3.3.8 Conclusion
Nous venons de voir que lors de la synthe`se ge´ome´trique, les parame`tres ge´ome´triques op-
timaux sont en ge´ne´ral de´termine´s a` l’aide d’indices de performance permettant d’optimiser
ou de ve´rifier des crite`res de performance prescrits. Dans le chapitre 3, nous allons proposer
de nouveaux indices de performance spe´cifiquement adapte´s aux PKM pour leur e´valuation et
leur comparaison. Ces indices s’appuieront sur les concepts de cube inscrit et de limitation des
performances cine´tostatiques comme dans [Chablat 03].
2.4 Indices de performance pour l’e´valuation et la
comparaison de PKM
Les objectifs de ce paragraphe sont d’une part de rassembler les indices de performance
existants pour l’e´valuation et la comparaison de PKM, certains viennent d’eˆtre mentionne´s,
d’autre part d’en faire une analyse comparative critique en fonction des besoins de l’usinage.
2.4.1 La comparaison de PKM
Peu de travaux traitent de la comparaison de me´canismes paralle`les. Pourtant, les archi-
tectures nouvelles se multiplient et il devient important de pouvoir les comparer en fonction
d’autres crite`res que le nombre et le type de DDL. Une des principales difficulte´s est d’utiliser
des indices de performance ade´quats. Comme on l’a vu depuis le de´but de ce chapitre, il en
existe de nombreux, mais comment les choisir ? Cela de´pend de l’application envisage´e.
Dans [Joshi 03] on compare par exemple un 3-UPU et un Tricept (voir paragraphe 2.2.2.5)
a` partir de leur volume de travail, de leur indice de dexte´rite´ globale et de leur rigidite´ en
conside´rant seulement la flexibilite´ des actionneurs. L’inte´reˆt de ce travail est plus l’analyse et
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l’e´valuation des performances que la comparaison de ces deux me´canismes, destine´s au posi-
tionnement d’apre`s l’auteur. En effet, les DDL du 3-UPU et du Tricept ne sont pas les meˆmes,
or en ge´ne´ral le nombre et le type de DDL sont des parame`tres qui de´pendent de la taˆche (voir
paragraphe 2.3.1).
Dans [Xi 01], on compare cette fois des PKM de type hexaglide dont les liaisons actionne´es
prismatiques sont paralle`les ou quasi-paralle`les deux a` deux, un peu comme pour l’HexaM
[Toyoama 98] (Fig. 2.20). Les diffe´rents agencements sont compare´s en fonction de la dexte´rite´
moyenne, du volume de l’espace de travail et des courses Carte´siennes. Aucun candidat ne
maximise tous les indices simultane´ment, de plus la forme de l’espace de travail varie signi-
ficativement suivant l’agencement choisi. Il n’est donc pas possible de mettre en e´vidence la
meilleure configuration, seulement la moins bonne. La` encore, l’inte´reˆt de ce travail est plus
l’analyse des performances que la comparaison. Le proble`me est que l’on ne sait pas a` quelles
taˆches sont destine´es les PKM compare´es. L’auteur fait lui-meˆme remarquer que le choix de
l’un ou l’autre des agencements de´pend de l’application, sans aller plus loin afin d’exploiter
concre`tement les re´sultats obtenus.
Dans [Rao 03], on compare e´galement diffe´rents arrangements de PKM hexaglide destine´es
a` l’usinage. L’application est cette fois identifie´e, les besoins aussi : l’auteur recherche une
PKM posse´dant un volume de travail important et de forme simple, et des performances
cine´tostatiques re´gulie`res. Plusieurs agencements sont e´tudie´s en faisant varier l’orientation
et la position des liaisons actionne´es prismatiques. Chacun d’eux est e´value´ en fonction du
volume de l’espace de travail a` orientation constante, du rapport entre ce volume et celui de la
machine, de la dexte´rite´ globale, des courses maximum de l’outil a` orientation constante selon
les axes X, Y ou Z. Ces indices de performance sont choisis parce qu’ils permettent de quan-
tifier les besoins exprime´s. L’influence importante de certains parame`tres est mise en e´vidence,
et la meilleure PKM vis-a`-vis des crite`res choisis est celle de type HexaM.
On constate donc qu’il manque souvent un lien entre les indices de performance choisis et
l’application a` laquelle on destine un me´canisme paralle`le. Or il faut connaˆıtre l’application
afin de choisir judicieusement les indices de performance en fonction du besoin. Les travaux
pre´sente´s dans ce paragraphe donnent par ailleurs une bonne ide´e des indices de performances
employe´s couramment pour e´valuer des PKM : la forme de l’espace de travail n’est pas souvent
prise en compte quantitativement, or c’est un crite`re de performance important pour l’usinage
(voir paragraphe 2.2.4.2). La dexte´rite´ est quant a` elle prise en compte, mais elle est moyenne´e
sur tout le volume de travail ce qui n’est pas suffisant pour une application re´elle : il faudrait
pouvoir tenir compte de la dexte´rite´ minimale, et donc connaˆıtre la variance dans l’espace de
travail, ce qui est une bonne ide´e mais semble assez difficile a` calculer a` premie`re vue.
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2.4.2 Comparaison des indices de performance existants
Nous allons rassembler ces indices de performance (ainsi que d’autres e´voque´s dans le para-
graphe 2.3.3) dans le Tab. 2.2, en indiquant pour chacun d’eux quelles caracte´ristiques impor-
tantes pour la conception de PKM sont prises en compte ou non :
1. Dexte´rite´ locale de l’espace de travail, c’est-a`-dire : l’indice prend-il en compte la variation
des performances cine´tostatiques dans l’espace de travail ?
2. Re´gularite´ ge´ome´trique du volume de travail, c’est-a`-dire : l’espace de travail a-t’il une
forme ge´ome´trique re´gulie`re de type cylindre, cube ou paralle´le´pipe`de ?
3. Encombrement de la machine, c’est-a`-dire : le volume de la PKM est-il pris en compte ?
Nous conside´rerons que l’encombrement d’une PKM est caracte´rise´ par le volume V occupe´
par l’ensemble {volume de travail + courses articulaires + membrures}. C’est la de´finition
du volume d’une PKM qui est donne´e dans [Wenger 01] pour une PKM plane : la plus petite
surface rectangulaire enveloppant les courses articulaires et l’espace de travail (Fig. 2.50).
Volume de la machine
Fig. 2.50 – Volume d’une PKM plane
Dans [Rao 03] on donne une de´finition du volume d’une PKM spatiale de type hexaslide :
c’est le produit d’une surface S par une longueur L. La surface S est celle de de la plate-
forme sur laquelle sont fixe´es les guidages prismatiques, la longueur L est la distance maximale
atteinte entre l’outil et cette plate-forme.
Ces deux de´finitions du volume V d’une PKM sont spe´cifiques aux machines e´tudie´es, ce-
pendant la de´marche adopte´e est la meˆme. Il s’agit d’englober dans un volume ou une sur-
face re´guliers (cylindre, paralle´le´pipe`de, rectangle, etc...) l’ensemble {volume de travail +
courses articulaires + membrures}. Nous utiliserons cette de´marche pour calculer le volume
V des PKM dans le chapitre suivant.
Notations :W repre´sente l’espace de travail Carte´sien, V est le volume de la PKM, ρa le ratio
d’aspect, ρd le ratio de dexte´rite´ (voir [Tremblay 99] et le paragraphe 2.3.3.3). On rappelle que
le ratio d’aspect ρa = vinner/vouter (ou` vinner est le volume de la plus grande boˆıte inscrite dans
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l’espace de travail et vouter est le volume de la plus petite boˆıte contenant l’espace de travail),
et le ratio de dexte´rite´ ρd est la proportion de W dans laquelle la dexte´rite´ est supe´rieure a`
25%.
Indice Prend en compte Ne prend pas en compte
Volume de W Volume de travail Dexte´rite´ et re´gularite´
ge´ome´trique de W , encom-
brement
Volume V Encombrement de la PKM Dexte´rite´ et re´gularite´
ge´ome´trique de W
Rapport W/V Encombrement de la machine par
rapport a` son volume de travail
Dexte´rite´ et re´gularite´
ge´ome´trique de W
Ratio d’aspect
ρa
Re´gularite´ ge´ome´trique de W Dexte´rite´ de W , encombrement
de la machine
Moyenne des
FAV
Variation des performances
cine´tostatiques
Re´gularite´ ge´ome´trique deW , en-
combrement
Indice de condi-
tionnement
moyen
Dexte´rite´ globale de W Re´gularite´ ge´ome´trique deW , en-
combrement
Ratio de
dexte´rite´ ρd
Dexte´rite´ d’une partie de W par
rapport a` un seuil
Re´gularite´ ge´ome´trique deW , en-
combrement
Tab. 2.2 – Indices de performances couramment utilise´s
En observant le Tab. 2.2, on constate tout d’abord que chaque indice de performance ne
prend en compte qu’une seule caracte´ristique, par exemple le volume de travail, ou le condi-
tionnement global. Or pour choisir les parame`tres ge´ome´triques optimaux d’une PKM, il faut
e´valuer des caracte´ristiques diffe´rentes : volume de l’espace de travail, variation des perfor-
mances cine´tostatiques, etc... On peut re´aliser des optimisations successives en utilisant des
indices de performance diffe´rents, mais il faut s’assurer que les parame`tres qui auront e´te´ op-
timise´s pour satisfaire un indice ne seront pas de´soptimise´s afin de satisfaire un autre indice.
On peut alors utiliser un indice de performance construit a` partir de la somme ponde´re´e de
plusieurs indices diffe´rents comme dans [Stock 03] ou [Tremblay 99].
Cependant, les indices de performance existants ne permettent pas de donner des infor-
mations suffisamment concre`tes a` un concepteur de PKM : forme de l’espace de travail, per-
formances cine´tostatiques minimum, etc... Il y a donc un besoin re´el d’indices de performance
adapte´s a` l’e´valuation de PKM d’une part, et qui prennent en compte plusieurs caracte´ristiques
d’autre part.
Remarque : La premie`re PKM industrialise´e date de 1994 avec la VARIAX de Giddings
& Lewis. On n’a pourtant pas constate´ de perce´e remarquable des PKM dans l’industrie depuis
50
cette date en de´pit de l’inte´reˆt re´el des PKM par rapport aux machines se´rielles. Une partie
de ce phe´nome`ne s’explique par le manque de convergence entre les travaux de la communaute´
scientifique et les besoins concrets des industriels [Bonev Web 2]. Ce proble`me tend aujourd’hui
a` se re´soudre graˆce a` des projets de recherche Europe´ens fe´de´rant universite´s et industriels
(ROBOTOOL, AHEAD), et a` des se´minaires et communications cible´s [Majou 01], [Merlet 02].
Un proble`me tre`s important expliquant la faible perce´e des PKM dans l’industrie est lie´ au fait
que les CN actuellement de´die´es aux PKM ne permettent pas d’exploiter au maximum les
performances des PKM.
2.4.3 L’empreinte au sol d’une PKM
L’empreinte au sol est un crite`re pre´ponde´rant pour une PKM destine´e a` l’industrialisation
[Company 02]. Mais il n’y a actuellement pas d’indice global pour e´valuer l’empreinte au sol
d’une PKM et on l’e´value au cas par cas. L’empreinte au sol d’une PKM de´pend en partie de
l’orientation spatiale du me´canisme sur lequel elle est base´e.
En ge´ne´ral, l’orientation du me´canisme est choisie telle que la plate-forme mobile soit
accessible par l’ope´rateur. L’influence de la gravite´ sur le dimensionnement des moteurs et
l’e´vacuation des copeaux entre aussi en compte. L’orientation du me´canisme peut aussi et sur-
tout eˆtre choisie de fac¸on a` minimiser son empreinte au sol.
Cependant, il peut eˆtre re´ducteur de de´duire l’empreinte au sol d’une PKM construite (avec
baˆti, actionneurs et carters de protection) de l’empreinte au sol de son me´canisme. En effet,
l’empreinte du me´canisme peut eˆtre diffe´rente de celle de la PKM construite. Sur la Fig. 2.24,
on voit bien que le me´canisme du Tricept et la PKM 5 axes qui en est de´rive´e n’ont pas la
meˆme empreinte au sol. Pour une bonne e´valuation de l’empreinte au sol d’une PKM, il faut
donc imaginer la PKM finale qui sera construite.
2.4.4 Conclusion
Cette revue critique des indices de performance existants a permis de mettre en e´vidence
un manque : celui d’indices de performance bien adapte´s a` l’e´valuation et a` la comparaison
de PKM. Pour le combler, nous proposerons dans le chapitre 3 des indices de performance
nouveaux destine´s aux PKM a` translations.
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2.5 Un crite`re de performance fondamental : la
pre´cision
Nous allons maintenant nous inte´resser a` un crite`re de performance fondamental : la pre´cision.
Dans le chapitre 4, nous proposerons un outil nouveau et performant pour analyser la rigidite´
d’une PKM en fonction de ses parame`tres ge´ome´triques. Cet outil permettra de mettre en
e´vidence les parame`tres critiques pour la rigidite´, donc pour la pre´cision. Dans ce paragraphe,
nous allons donc passer en revue un certain nombre de travaux se rapportant a` la pre´cision des
PKM.
2.5.1 Introduction
La pre´cision d’une PKM est un crite`re de performance fondamental. De nombreuses ca-
racte´ristiques influent sur celle-ci, comme par exemple : la manipulabilite´ du me´canisme qui
de´pend de la position ; la qualite´ de fabrication des pie`ces ; la dilatation thermique et la
de´formation sous charge des composants et des membrures ; le jeu dans les articulations ; les
e´carts de consigne ; la saturation des actionneurs ; etc...
La pre´cision d’une PKM de´pend donc de parame`tres qui ne sont pas tous de´termine´s lors
des synthe`ses structurelle et ge´ome´trique. Ces parame`tres sont lie´s aux proce´de´s de fabrication
des pie`ces, a` la de´finition comple`te de la ge´ome´trie et des mate´riaux utilise´s pour les membrures
-dont de´pend leur de´formation sous charge-, au choix des composants (liaisons cine´matiques, ac-
tionneurs, codeurs), au logiciel de commande nume´rique choisi. Les indices du Tab. 2.2 qui per-
mettent de de´terminer la pre´cision cine´tostatique (moyenne des FAV, conditionnement moyen,
ratio de dexte´rite´ ρd) a` partir de la matrice Jacobienne sont par conse´quent insuffisants pour
caracte´riser la pre´cision d’une PKM.
2.5.2 E´talonnage ge´ome´trique
Il est possible de mesurer assez pre´cise´ment les dimensions des membrures, mais il restera
toujours une impre´cision lie´e aux moyens de mesure. De meˆme, il est difficile de connaˆıtre la
position exacte des liaisons actionne´es a` cause de l’erreur lie´e aux codeurs qui mesurent la
position des liaisons actionne´es. Dans [Daney 00], on discute le placement de capteurs redon-
dants sur les liaisons passives pour ame´liorer la pre´cision. Par contre, il n’est pas possible de
mesurer les jeux dans les articulations, mais il existe des techniques pour les prendre en compte
[Parenti-Castelli 02].
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On a donc recours a` des proce´dures d’e´talonnage ge´ome´trique qui permettent d’ajuster le
mode`le ge´ome´trique the´orique a` la re´alite´ observe´e. L’e´talonnage statique des plates-formes
hexapodes est e´tudie´ dans [Daney 00]. L’apport de la vision pour l’e´talonnage ge´ome´trique des
robots paralle`les est pre´sente´ dans [Renaud 03].
2.5.3 Analyse de sensibilite´ pour la synthe`se de tole´rances
Il est possible de pre´dire quelle va eˆtre l’influence des de´fauts de fabrication des membrures
sur l’erreur de positionnement et d’orientation de la plate-forme mobile. L’inte´reˆt de cette
pre´diction est de choisir les intervalles de tole´rance pour la fabrication des membrures afin de
minimiser l’impact des erreurs de fabrication. Les travaux sur ce sujet sont en ge´ne´ral base´s sur
le mode`le ge´ome´trique de la PKM. On peut citer [Patel 97] qui pre´sente une analyse de l’erreur
de positionnement d’une PKM de type Hexapode en fonction des parame`tres ge´ome´triques,
et qui propose la synthe`se de tole´rances de fabrication a` partir de l’analyse de sensibilite´ de
la position. [Huang 02a] propose de son coˆte´ un mode`le d’erreur unifie´ pour la synthe`se de
tole´rance, l’assemblage et la compensation de l’erreur de positionnement, adapte´ aux PKM a`
translations de type Delta line´aire. Cette me´thode est applique´e a` l’Orthoglide dans [Caro 04].
2.5.4 Prise en compte de la de´formation des membrures
2.5.4.1 Introduction
Il nous faut dans un premier temps de´finir deux mots qui seront employe´s a` plusieurs reprises
lorsque nous parlerons de rigidite´ :
1. La rigidite´ est la re´sistance a` la de´formation e´lastique en re´gime statique ou dynamique,
de machines, de sous-ensembles ou d’e´le´ments, sous l’effet des efforts exte´rieurs. La notion
re´ciproque est la complaisance ou la flexibilite´ ;
2. La raideur est une caracte´ristique me´canique d’un syste`me ou d’un e´le´ment. On parle
de la raideur d’un ressort par exemple. Mathe´matiquement, la complaisance est aussi
l’inverse de la raideur.
Les membrures se de´forment sous l’action des efforts applique´s sur la plate-forme mobile.
L’influence de la rigidite´ d’une PKM sur sa pre´cision est par conse´quent une caracte´ristique tre`s
importante a` prendre en compte lors de la conception, et il est ne´cessaire de de´velopper des outils
pertinents, rapides et faciles a` utiliser pour e´valuer fide`lement la raideur ou la complaisance au
stade de la pre´-conception [Company 02].
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Plusieurs mode`les existent qui permettent de prendre en compte la complaisance d’une PKM
afin d’analyser son comportement flexible. Nous allons les pre´senter.
2.5.4.2 Mode´lisation par E´le´ments Finis
Les Me´thodes d’analyse par E´le´ments Finis (MEF) sont fiables. Elles sont incontournables
si l’on souhaite mener au bout l’industrialisation d’une PKM [Bouzgarrou 02]. En contrepartie,
leur imple´mentation 3D est complexe, et si l’on veut connaˆıtre les performances d’une PKM
en diffe´rent points de l’espace de travail, il faut a` chaque fois remailler la structure. Cela peut
prendre du temps. Une alternative est de mode´liser la structure sous forme de poutres lorsque
c’est re´aliste [Corradini 03]. Les calculs sont plus rapides mais il faut les relancer pour chaque
configuration. Si l’on connaˆıt la configuration la plus de´favorable pour la raideur, on peut
e´tudier seulement cette configuration.
Cependant, les contraintes des MEF ne s’accordent pas avec le besoin d’outils rapides et
faciles a` utiliser en pre´-conception.
2.5.4.3 Mode`le de rigidite´ cine´matique avec membrures rigides
Un mode`le de rigidite´ cine´matique est pre´sente´ dans [Gosselin 90]. Il prend seulement en
compte la flexibilite´ des liaisons actionne´es et permet de calculer la matrice de raideur d’une
PKM. Cette matrice de´pend de la position Carte´sienne et de la raideur des actionneurs. Elle
relie les efforts applique´s sur la plate-forme mobile aux de´placements de celle-ci lorsque les
liaisons actionne´es sont bloque´es. Les DDL de la plate-forme sont donc les meˆmes que lorsque
les liaisons actionne´es sont actives. Dans le cas des PKM dont la longueur des jambes varie (bi-,
tri-, hexa-podes), ce mode`le est acceptable car les jambes sont uniquement sollicite´es en traction
/ compression. De plus, les membrures et la plate-forme mobile peuvent eˆtre le´gitimement
conside´re´es comme infiniment rigides.
Ce mode`le est utilise´ dans [Khasawneh 99] pour calculer les raideurs Carte´siennes maxi-
mum et minimum d’une plate-forme de Stewart dans n’importe quelle direction, a` partir du
conditionnement de la matrice de raideur cine´matique. L’utilisation du conditionnement pour
de´terminer les raideurs mini et maxi n’a pas de sens physique pour une PKM a` 6 DDL car la
Jacobienne n’est pas homoge`ne. Par contre, cette proce´dure est adapte´e aux PKM a` transla-
tions. C’est le cas pour un travail similaire avec en plus les raideurs minima et maxima calcule´es
avec une borne garantie sur l’erreur de calcul [Merlet 97].
Les hypothe`ses du mode`le de rigidite´ cine´matique [Gosselin 90] ne sont pas valables pour
des PKM dont les jambes encaissent des couples. Dans ces cas-la`, il faut pouvoir prendre en
compte la flexibilite´ des membrures.
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2.5.4.4 Mode´lisation de la flexibilite´ des membrures
Le mode`le de [Gosselin 90] est utilise´ et comple´te´ dans [Di Gregorio 99a] pour montrer
l’influence, (i) de la flexibilite´ des liaisons actionne´es en traction/compression, (ii) de la flexibilite´
des membrures en torsion, sur le comportement cine´tostatique du manipulateur 3-UPU assemble´
pour la translation (Fig. 2.51). Le 3-UPU est une PKM a` jambes de longueur variable donc
le mode`le est acceptable. L’e´tude du conditionnement de la matrice Jacobienne a dans ce cas
un sens physique. Il montre que les flexibilite´s de´gradent les performances kine´tostatiques dans
une grande re´gion de l’espace de travail, ce qui n’e´tait pas le cas avec le mode`le the´orique a`
membrures rigides. De plus, la plate-forme mobile acquiert des DDL en rotation ce qui, malgre´
leur faible amplitude, est en contradiction avec le comportement attendu (translation).
Compliance de l’actionneur 
prismatique
en torsion
Compliance de la jambe
(a) Jambe flexible du 3-UPU
Bati
Plate−forme mobile
(b) Sche´ma du 3-UPU
flexible
Fig. 2.51 – Mode´lisation flexible du 3-UPU
Dans [Ceccarelli 02], on propose une analyse de rigidite´ du robot CaPaMan a` 3DDL. La
formulation utilise´e permet d’obtenir la matrice de raideur en fonction des parame`tres les plus
influents. La structure particulie`re du CaPaMan permet d’obtenir une expression analytique
de la matrice de raideur, mais ceci est une particularite´ du manipulateur e´tudie´, ce qui limite
la ge´ne´ricite´ de la me´thode propose´e. Surtout, l’utilisation du de´terminant de la matrice de
raideur comme indice de performance n’est pas justifie´e.
L’estimation de la raideur d’une PKM de type Delta line´aire a` liaisons actionne´es paralle`les
(semblable aux Linapod, UraneSX) est pre´sente´e dans [Huang 02]. La structure de la PKM
est de´compose´e en deux sous-structures, l’une associe´e au me´canisme et l’autre au baˆti. Le
mode`le de rigidite´ de chaque sous-structure est formule´. Ceci permet de prendre en compte
les flexibilite´s des membrures et du baˆti. Le principe de superposition permet d’assembler ces
sous-mode`les pour ge´ne´rer le mode`le de rigidite´ de toute la structure. L’influence des diffe´rents
parame`tres est e´tudie´e. L’inte´reˆt de cette me´thode est qu’elle permet de traiter une PKM
hyperstatique.
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La me´thode d’analyse de rigidite´ des PKM propose´e dans [Gosselin 02] est quant a` elle
base´e sur un mode`le line´aire classique qui remplace chaque membrure re´elle par une membrure
rigide et une liaison e´lastique virtuelle localise´e, un peu comme dans [Di Gregorio 99a]. Avec
cette me´thode, il est tre`s facile d’ajouter ou d’enlever des liaisons e´lastiques virtuelles, si l’on
veut affiner le mode`le ou le simplifier pour alle´ger les calculs. De plus, cette me´thode pre´sente
une suite tre`s ge´ne´rale d’e´quations sous forme symbolique ce qui permet de l’adapter facilement
a` n’importe quelle PKM. L’influence des parame`tres ge´ome´triques sur les e´le´ments diagonaux
de la matrice de raideur est analyse´e.
Une approche similaire a` [Gosselin 02] mais moins ge´ne´rique car plus simplifie´e est propose´e
dans [Kim 00] et est applique´e a` la PKM ECLIPSE I (voir paragraphe 2.2.2.4). Ce qui est
inte´ressant est que le mode`le de rigidite´ propose´ est cette fois utilise´ pour analyser le com-
portement e´lasto-dynamique de la machine. L’inte´reˆt de l’approche propose´e est que le degre´
des e´quations dynamiques obtenues est le meˆme que le nombre de DDL de la machine, alors
que l’utilisation des e´le´ments finis conduit a` des e´quations de degre´ plus e´leve´. Par contre ce
mode`le n’est valable que pour un me´canisme isostatique. Les auteurs l’utilisent pour analyser
l’influence des parame`tres ge´ome´triques sur les fre´quences et amplitudes des modes de vibration
mis en e´vidence. Le concepteur peut ainsi modifier ces parame`tres en fonction du comportement
vibratoire de´sire´.
Remarque sur l’hyperstatisme : on a vu que certains mode`les de rigidite´ base´s sur
les e´quations de la statique ne peuvent s’appliquer a` des PKM hyperstatiques. Pourtant, l’hy-
perstatisme est a` priori favorable a` la rigidite´ donc il serait inte´ressant de pouvoir analyser
clairement son influence. Un des proble`mes a` re´soudre est la “distribution” dans les jambes
des efforts applique´s sur la plate-forme mobile. Dans [Fayet 95], une me´thode ge´ne´rale de dis-
tribution des inconnues hyperstatiques est propose´e a` partir d’une matrice G∗ ge´ne´ratrice des
torseurs d’action de liaison statiquement admissibles.
2.6 Conclusions
La conception de PKM est un the`me de recherche vaste qui fait appel a` de nombreuses
notions the´oriques et techniques pour franchir chaque e´tape, elle-meˆme une suite de proble`mes
complexes.
Une approche globale inte´gre´e de la conception de PKM, focalise´e sur un seul type d’archi-
tectures mais ne´anmoins tre`s inte´ressante par son ambition, est pre´sente´e dans [Molinari 97].
C’est un logiciel de CAO de PKM hexapode, inte´grant chronologiquement dans la conception :
1. La conception structurelle et ge´ome´trique puis l’analyse automatique des performances
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cine´tostatiques ;
2. Une analyse par e´le´ments finis avec diffe´rents degre´s de complexite´ et une analyse de
sensibilite´ ;
3. Un environnement de simulation dynamique prenant en compte la complaisance des mem-
brures ;
4. Un module FAO permettant la programmation de trajectoires d’usinage sans collisions a`
partir du mode`le cine´matique ge´ne´re´ automatiquement.
Bien qu’uniquement oriente´ vers la conception d’hexapodes pour l’usinage et ne proposant qu’un
nombre assez limite´ de choix a` chaque e´tape, ce travail repre´sente de´ja` un e´norme effort, et
pre´sente l’inte´reˆt de proposer une approche globale pragmatique. On pourrait imaginer agre´ger
autour de ce noyau tous les travaux re´alise´s depuis, afin de prendre en compte le plus grand
nombre d’architectures possibles.
Lors de la conception multi-crite`res de machine paralle`le, on aboutira en ge´ne´ral a` un
ensemble de solutions optimales d’apre`s la the´orie. Les erreurs de fabrication feront ne´anmoins
que le me´canisme re´el sera diffe´rent du me´canisme the´orique. On cherchera donc a` inte´grer dans
la conception des indices qui permettront d’obtenir un ensemble de solutions the´oriques dont
les performances seront garanties car les parame`tres auront e´te´ choisis habilement pour que le
robot re´el posse`de les performances souhaite´es.
Dans cette the`se, nous nous inte´resserons a` la conception de PKM a` translations au travers
de leur analyse cine´tostatique. En effet, de nombreuses taˆches d’usinage ne´cessitent seulement
3 DDL en translation donc cette famille de PKM est tre`s importante. Nous allons proposer des
outils et des indices de performance nouveaux pour aider a` leur conception.
Pour qu’une PKM a` translations posse`de des caracte´ristiques proches de celles des ma-
chines outils se´rielles classiques, elle doit avoir des performances cine´matiques qui varient peu,
un espace de travail de forme re´gulie`re (cube, cylindre), un volume de travail acceptable. Ac-
tuellement aucun indice de performance ne permet de rendre compte pre´cise´ment de ces ca-
racte´ristiques comme on l’a vu dans le paragraphe 2.4.2. Dans le chapitre 3, nous introduirons
donc une nouvelle notion, l’espace de travail dextre re´gulier (ou EDR), avec laquelle nous
de´finirons de nouveaux indices de performance pour e´valuer et comparer avec pre´cision des
PKM a` translations en fonction du besoin lie´ a` la taˆche.
Nous nous appuierons souvent sur une PKM a` translations de type Delta line´aire, dont un
prototype a e´te´ de´veloppe´ a` l’IRCCyN : l’Orthoglide.
Pour analyser le comportement flexible de l’Orthoglide dans l’EDR, nous lui appliquerons
la me´thode d’analyse de rigidite´ pre´sente´e dans [Gosselin 02], qui prend en compte la flexi-
bilite´ de toutes les membrures. Dans le chapitre 4, nous imple´menterons cette me´thode pour
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obtenir la matrice de complaisance sous forme symbolique en fonction de tous les parame`tres
ge´ome´triques. L’analyse de cette matrice donnera des informations tre`s utiles sur la relation
entre les parame`tres ge´ome´triques et le comportement flexible de l’Orthoglide.
Chapitre 3
E´valuation des PKM a` translations
avec des indices cine´tostatiques
Ce chapitre pre´sente une notion nouvelle pour l’e´valuation des performances des PKM a` transla-
tions : l’espace dextre re´gulier. Cette notion permet de de´finir de nouveaux indices de performance.
Ces indices sont applique´s a` des PKM a` translations, planes et spatiales.
On pre´sente tout d’abord le processus d’optimisation topologique de l’Orthoglide, une PKM a`
trois degre´s de liberte´ en translation. On de´finit ensuite la notion d’espace dextre re´gulier, base´e sur
la limitation d’un indice kine´tostatique dans un sous-volume de l’espace de travail de forme re´gulie`re
(cube, cylindre). L’espace de travail dextre re´gulier posse`de une forme simple a` visualiser pour l’uti-
lisateur par rapport aux formes souvent complique´es des espaces de travail de PKM. Le choix de la
forme de l’espace dextre et son placement sont discute´s. L’analyse par intervalles pour le calcul du
plus grand espace de travail dextre re´gulier permet de garantir formellement le re´sultat. On propose
un nouvel indice de performance, le ratio entre le volume de l’espace de travail dextre re´gulier et le
volume de l’espace de travail. Cet indice est applique´ a` l’e´valuation des performances de plusieurs
PKM a` translations que l’on compare entre elles.
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3.1 Optimisation topologique de l’Orthoglide
Dans cette partie, nous pre´sentons le projet Orthoglide, projet pour une PKM 3 axes a` trans-
lations dont les caracte´ristiques cherchent a` eˆtre proches de celles des machines-outil se´rielles. La
mise en forme du processus d’e´limination des singularite´s internes de l’architecture initiale choi-
sie pour l’Orthoglide est une contribution de cette the`se [Majou 02]. Ce processus d’optimisation
a abouti au prototype de l’Orthoglide tel qu’il a e´te´ construit a` l’IRCCyN [Orthoglide Web Site].
3.1.1 Le projet
Le projet Orthoglide (Fig. 3.1) vise a` construire un prototype de PKM a` translations 3 axes
pour l’usinage a` grande vitesse. Son comportement cine´matique est volontairement proche de
celui d’une machine se´rielle. L’Orthoglide dans sa version finale posse`de trois degre´s de liberte´ en
translation et trois jambes identiques. La plate-forme mobile est connecte´e a` trois actionneurs
prismatiques line´aires au moyen de trois chaˆınes se´rielles identiques de type RPaR (R pour
Revolute, Pa pour Paralle´logramme). La plate-forme se de´place avec une orientation fixe´e dans
l’espace de travail Carte´sien. L’Orthoglide a e´te´ optimise´ pour un espace de travail cubique
prescrit a` l’inte´rieur duquel les performances cine´tostatiques sont garanties [Chablat 03].
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Fig. 3.1 – Architecture cine´matique de l’Orthoglide [Wenger 00], [Chablat 03]
La plate-forme mobile est connecte´e aux liaisons prismatiques actionne´es par des paralle´logrammes
de longueur L = AiBi, ainsi elle ne se de´place qu’en translation. Les vecteurs ei coincident
avec la direction de la liaison prismatique i. Les points Ai se trouvent entre les deux premie`res
liaisons pivot du paralle´logramme i, et Bi se trouve au milieu des deux dernie`res liaisons pivot.
L’axe de la premie`re liaison prismatique est paralle`le a` l’axe X, celui de la deuxie`me est
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paralle`le a` l’axe Y et celui de la troisie`me est paralle`le a` l’axe Z. Lorsque chaque vecteur ei est
aligne´ avec AiBi, l’Orthoglide est a` l’isotropie et la pointe de l’outil P se trouve a` l’intersection
des axes des trois liaisons prismatiques.
L’architecture cine´matique de´crite est de´rive´e de celle du robot Y-STAR [Herve´ 92] (Fig.
2.48). Initialement, l’Orthoglide est base´ sur cette architecture et a ensuite e´te´ optimise´ dans
[Wenger 00] pour obtenir une configuration isotrope avec des facteurs d’amplification des vi-
tesses e´gaux a` 1 a` l’isotropie.
L’optimisation de l’architecture de l’Orthoglide a` partir de celle du Y-Star est de´crite dans
[Majou 02], et nous allons la rappeler ci-apre`s. Nous allons de´crire les modifications de l’archi-
tecture initiale, de type Y-STAR, qui sont induites pour obtenir une configuration isotrope avec
des facteurs de transmission des vitesses e´gaux a` 1. Des singularite´s apparaissent, on montre
comment elles sont e´limine´es.
3.1.2 Optimisation de l’architecture
Les conditions de´crites dans [Wenger 00] pour obtenir une configuration isotrope sont :
l’angle entre l’axe de la liaison prismatique actionne´e Ti (voir Fig. 3.2) et l’axe du paralle´logramme
Wi doit eˆtre le meˆme pour chaque jambe i, et les vecteurs Wi de chaque jambe doivent eˆtre
orthogonaux les uns aux autres.
Fig. 3.2 – Structure initiale des jambes de l’Orthoglide
De plus, les conditions pour obtenir a` l’isotropie des facteurs de transmission des vitesses
e´gaux a` 1 sont : pour chaque jambe, Ti et Wi doivent eˆtre coline´aires. Comme a` l’isotropie les
vecteurs Wi sont orthogonaux, alors les vecteurs Ti doivent aussi eˆtre orthogonaux, c’est-a`-dire
que les liaisons prismatiques actionne´es sont orthogonales entre elles (Fig. 3.3).
3.1.3 De´tection et e´limination des singularite´s internes
L’arrangement de l’Orthoglide satisfaisant aux conditions de´crites ci-dessus conduit a` l’iso-
tropie a` une configuration singulie`re lorsque Ti et Wi deviennent coline´aires : (i) une rotation
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Fig. 3.3 – Architecture initiale de l’Orthoglide
passive instantane´e apparaˆıt autour d’un axe orthogonal au plan du paralle´logramme (plan
qui ”disparaˆıt” temporairement lorsque cette singularite´ se produit car Ti et Wi deviennent
coline´aires, Fig. 3.4), (ii) le paralle´logramme peut devenir un anti-paralle´logramme [Vischer 00]
et dans ce cas son fonctionnement cine´matique change comple`tement, (iii) les axes des deux
liaisons pivots LP 1 et LP 1 se confondent, ce qui implique que les variables articulaires qui leur
sont associe´es sont inde´termine´es.
Fig. 3.4 – Singularite´ du paralle´logramme a` l’isotropie = anti-paralle´logramme
Pour reme´dier a` ce proble`me, on change l’architecture de la jambe en re´-arrangeant les
liaisons, tout en gardant les meˆmes degre´s de liberte´ (Fig. 3.5).
Fig. 3.5 – Jambe re´-arrange´e pour pre´venir l’anti-paralle´logramme
Les singularite´s (i) et (ii) du paralle´logramme a` l’isotropie sont e´vite´es mais une singularite´
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reste, qui n’avait pas e´te´ de´tecte´e sur le moment : la rotation passive qui est possible autour
de l’axe Ti lorsque Ti et Wi deviennent coline´aires. Cette singularite´ n’est pas de´tecte´e par la
me´thode de´crite dans [Gosselin 90]. Une me´thode ge´ne´rale d’identification et de description des
singularite´s est propose´e dans [Zlatanov 94] et d’apre`s [Zlatanov 98], on peut caracte´riser cette
singularite´ comme e´tant du type (RPM, IO, II). RPM signifie qu’un mouvement redondant pas-
sif (Redundant Passive Motion) est possible. Ce mouvement est la rotation du paralle´logramme
autour de l’axe Ti (Fig. 3.6). IO (Impossible Output) et II (Impossible Input) signifient respec-
tivement (i), qu’un jeu de vitesses carte´siennes de la plate-forme est impossible (Output= 0,
Fig. 3.6) et (ii), qu’un ensemble de vitesses articulaires d’entre´e est impossible (Input= 0, Fig.
3.6). En effet a` l’isotropie, chaque jambe peut transmettre une force dont la direction est per-
pendiculaire au plan du paralle´logramme de la jambe en question. La plate-forme ne peut alors
pas se translater dans cette direction (Fig. 3.6).
Fig. 3.6 – Singularite´ de la jambe de type RPM-IO-II a` l’isotropie
A` l’isotropie, la structure finale de la jambe de l’Orthoglide ne posse`de pas ces singularite´s
(Fig. 3.7) : pas de singularite´ RPM du paralle´logramme et pas de singularite´ IO-II des jambes.
Fig. 3.7 – Version finale de la jambe de l’Orthoglide
3.1.4 Orientation des paralle´logrammes
Une architecture “correcte” pour les jambes e´tant de´termine´e, comment choisir l’orientation
des jambes les unes par rapport aux autres ? La the´orie des visseurs [Ball 1900] (voir paragraphe
2.3.2) permet d’expliquer comment choisir ces orientations pour donner a` la plate-forme mobile
un mouvement de translation pure. Tout d’abord, le torseur statique (TS) exte´rieur qui peut
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eˆtre supporte´ par chacune des jambes (suppose´e non-actionne´e) est compose´ de deux couples :
l’axe du premier est Ti, l’axe du second est perpendiculaire au plan (Ti,Ui) (Fig. 3.7). Pour
qu’une PKM quelconque ne posse`de aucun degre´ de liberte´ en rotation, il faut que l’union des
TS supportables par chaque jambe contienne tous les couples spatiaux possibles (i.e. l’espace
vectoriel ge´ne´re´ par l’union des TS supportables est de dimension 3). Par conse´quent, l’union
des TS supportables doit contenir les couples selon x, y ou z, en chaque point de l’espace
de travail. Cette condition est satisfaite lorsque au moins deux plans des paralle´logrammes
sont orthogonaux entre eux a` l’isotropie. On choisit cette condition particulie`re car d’une part
elle est simple a` interpre´ter et d’autre part elle garantit effectivement la condition recherche´e.
L’Orthoglide final est repre´sente´ sur la Fig. 3.8.
Fig. 3.8 – Version finale de l’Orthoglide
Avec cette architecture, n’importe quel couple possible est encaisse´ dans n’importe quelle
configuration de l’Orthoglide, soit dans tout l’espace de travail. Par conse´quent, il n’y a pas de
“constraint singularities” [Zlatanov 01], c’est-a`-dire qu’aucun degre´ de liberte´ supple´mentaire
ne peut apparaˆıtre et perturber le fonctionnement cine´matique.
La troisie`me jambe est place´e de telle fac¸on qu’a` l’isotropie le troisie`me paralle´logramme
soit perpendiculaire aux deux autres. Ce choix est intuitif. Il se trouve que dans le cas d’un
Orthoglide isostatique (lorsqu’une liaison pivot d’axe Ti est ajoute´e entre le paralle´logramme et
la plate-forme mobile, Fig. 3.9), c’est cette configuration qui supprime tous les degre´s de liberte´
en rotation et qui assure que l’Orthoglide isostatique posse`de bien trois degre´s de liberte´ en
translation. Cette remarque est importante car dans le chapitre 4, c’est cette version isostatique
de l’Orthoglide qui sera exploite´e.
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Fig. 3.9 – Version finale de la jambe pour un Orthoglide isostatique
3.1.5 Analyse statique du paralle´logramme aplati
Cependant, le paralle´logramme d’une jambe peut the´oriquement eˆtre aplati et eˆtre alors en
singularite´ (Fig. 3.10). C’est la meˆme singularite´ que sur la Fig. 3.4. Dans ce cas une rotation
passive de la barre 3 autour de l’axe (Bi, Si) apparaˆıt, bien que les moteurs soient bloque´s et
l’outil immobile. Dans cette configuration, les efforts de traction/compression dans les barres
1 et 2 tendent vers l’infini, par conse´quent la barre 3 ne peut eˆtre statiquement e´quilibre´e, ce
qui explique qu’un mouvement infinite´simal soit possible.
(a) Parame´trage du paralle´logramme (b) Singularite´ du paralle´logramme
Fig. 3.10 – Aplatissement du paralle´logramme
Sur la Fig. 3.10 , le paralle´logramme est repre´sente´ dans le plan (Ti, Ui) parce que la rotation
du paralle´logramme autour de Ui n’a pas d’influence sur les efforts de traction/compression
dans les barres 1 et 2. On suppose dans cette analyse statique que seul un couple C est exerce´
sur l’outil au point P , tel que : C = C.Si
Soit Fb = Fb.Wi la force exerce´e par la barre 1 sur la barre 3. La force exerce´e par la barre
2 sur la barre 3 est oppose´e. L’e´quilibre de la barre 3 sous l’action de ces forces et du couple C
s’e´crit :
2.(Fb.cosα.d/2) = C
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⇒ Fb = (C/d)
cosα
Le paralle´logramme est donc statiquement e´quilibre´ quand α 6= 90o. Cette condition sera tou-
jours ve´rifie´e pour le prototype construit. D’une part parce que le volume physique des mem-
brures l’empeˆche, d’autre part parce que si le paralle´logramme est aplati, une jambe au moins
est en singularite´ ”se´rielle”. Or ces singularite´s sont e´limine´es dans [Chablat 03] en bornant
les facteurs d’amplification des vitesses dans l’espace de travail. Il n’y aura pas de risque de
paralle´logramme aplati.
3.2 Une notion nouvelle : l’Espace de travail Dextre
Re´gulier
Nous venons de pre´senter l’Orthoglide. Nous allons nous appuyer sur cette PKM a` trans-
lations pour proposer de nouveaux indices de performance adapte´s aux PKM de type Delta
line´aire et base´s sur une notion nouvelle, l’Espace de travail Dextre re´gulier.
3.2.1 Notion intuitive
L’Espace de travail Dextre Re´gulier (ou EDR) est une portion de l’espace de travail attei-
gnable d’une PKM, dans laquelle les proble`mes pose´s par les machines paralle`les pour l’usinage
(singularite´s, variation des performances, voir paragraphe 2.2.4.2) n’existent plus.
La forme de l’EDR est dite re´gulie`re, parce qu’elle est proche de celle de l’espace de travail
des machine-outils se´rielles classiques (cubique, cylindrique, prismatique). Le calcul du volume
du plus grand EDR va permettre d’e´valuer une PKM en prenant en compte la forme de l’espace
de travail. La ge´ome´trie complexe de l’espace de travail peut poser proble`me pour le placement
de trajectoires d’usinage (voir paragraphe 2.2.4.2), aussi la prise en compte de cet aspect dans
l’e´valuation est inte´ressant.
De plus, un indice cine´tostatique est borne´ a` l’inte´rieur de l’EDR. Le choix des bornes
de´pend des besoins de l’utilisateur. La limitation d’un indice cine´tostatique n’est pas souvent
utilise´e pour e´valuer ou optimiser une PKM. Les travaux existants e´valuent plutoˆt l’inte´grale
volumique d’un indice cine´tostatique dans l’espace de travail (voir paragraphe 2.3.3).
La notion d’EDR pour e´valuer des PKM nous semble re´aliste vis-a`-vis des proble`mes pose´s
par celles-ci aux usineurs. L’EDR est une portion de l’espace de travail dont les performances
cine´tostatiques -e´value´es avec un indice choisi selon la taˆche a` accomplir- sont garanties, ce qui
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assure l’absence de singularite´s. De plus, la forme re´gulie`re de l’EDR est plus simple a` visualiser
que celle de l’espace de travail d’une PKM, ce qui facilite le placement intuitif de trajectoires
d’usinage.
Il faut pre´ciser que la notion d’EDR est de´finie pour un aspect donne´, note´ A. La notion
d’aspect pour les manipulateurs paralle`les est de´finie dans [Chablat 98] : un aspect est le plus
grand domaine de l’espace Carte´sien atteignable sans singularite´s pour un mode de fonction-
nement et un mode d’assemblage donne´s.
L’EDR est donc inclus dans ce que nous appelons l’Espace de travail Dextre par Aspect
(ou EDA). L’EDA est, pour un aspect A donne´, la portion de l’espace Carte´sien dans laquelle
l’indice cine´tostatique choisi pour l’EDR est compris entre les bornes fixe´es pour cet indice dans
l’EDR.
Notre de´finition de l’EDA est diffe´rente de la notion d’espace dextre qui est utilise´e dans
[Merlet 98]. Dans cet article, l’espace dextre est de´fini comme la portion de l’espace de travail
qui peut eˆtre atteinte par un point P de la plate-forme mobile pour n’importe quelle orientation
de celle-ci.
Pour de´terminer l’EDR, il faut pre´ciser l’aspect A dans lequel on choisit de travailler. En
ge´ne´ral, le choix de l’aspect obe´it a` des crite`res souvent intuitifs de volume de travail atteignable,
d’e´vitement des collisions internes, et de rigidite´.
Enfin, nous pouvons aussi de´finir l’Espace Dextre Total (ou EDT), qui est l’union de tous
les EDA d’un manipulateur.
3.2.2 Passage d’un EDA a` un autre
Diffe´rents modes d’assemblages peuvent donner acce`s a` diffe´rents EDA (Fig. 3.11). Sur
la Fig. 3.11, la surface EDA1 ∪ EDA2 est discontinue. Si les bornes sur l’indice e´liminent les
singularite´s, il est impossible de ge´ne´rer une trajectoire entre EDA1 et EDA2 le long de laquelle
les bornes sont respecte´es.
Si on veut passer de EDA1 a` EDA2, on doit franchir une singularite´ paralle`le (Fig. 3.11).
En ge´ne´ral, on e´vite les singularite´s car elles peuvent eˆtre dangereuses pour la machine (voir
paragraphe 2.1.5). Celles-ci sont le plus souvent e´limine´es lors de la conception structurelle et
ge´ome´trique (en limitant les bute´es articulaires par exemple), et on fait en sorte que l’espace
de travail n’en contienne aucune.
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EDA 2
Singularité parallèleEDA 1
Fig. 3.11 – Espace dextre total discontinu
Dans notre exemple, si les bute´es articulaires sont suffisamment larges, il est the´oriquement
possible de franchir la singularite´ paralle`le pour passer d’un EDA a` l’autre. Il peut eˆtre
inte´ressant qu’une PKM acce`de a` plusieurs EDA. Par exemple, elle peut accomplir une taˆche
dans l’EDA1 pendant qu’une nouvelle pie`ce a` usiner est automatiquement installe´e dans l’EDA2.
Cela permet de gagner du temps. Le concepteur devra de´cider s’il est rentable de franchir la sin-
gularite´ pour pouvoir acce´der aux deux EDA. En effet, trouver un dispositif ade´quat permettant
de controˆler l’outil au passage de la singularite´ ne´cessitera un investissement supple´mentaire en
temps et en argent.
Dans [Hesselbach 02], les auteurs traversent une singularite´ paralle`le pour passer d’un mode
d’assemblage a` un autre (Fig. 3.12).
Singularité parallèle
Fig. 3.12 – Singularite´ paralle`le du me´canisme analyse´ dans [Hesselbach 02]
Les EDA correspondants aux deux modes d’assemblage concerne´s sont superpose´s sur la
Fig. 3.13, mais pour changer de mode d’assemblage l’outil doit parcourir une trajectoire a`
l’exte´rieur de EDA1 et EDA2. De plus, le long de cette trajectoire, l’outil doit franchir des
singularite´s se´rielle et paralle`le. L’outil traverse donc une zone non-dextre entre EDA1 et EDA2,
i.e. l’indice kine´tostatique est hors-bornes.
Quatre solutions sont propose´es dans [Hesselbach 02] pour franchir la singularite´ paralle`le :
l’ajout d’un actionneur rotatif sur une des deux jambes, qui est active´ au passage de la sin-
gularite´, ce qui rend le me´canisme temporairement redondant cine´matiquement ; l’utilisation
d’un syste`me poulie-courroie qui aide la machine a` passer la singularite´ ; l’utilisation de res-
sorts ; l’utilisation de l’inertie des membrures pour traverser la singularite´, un des moteurs e´tant
temporairement de´sactive´.
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2EDA EDA1
Fig. 3.13 – EDA superpose´s mais dont l’intersection est vide
Il est donc possible de franchir une singularite´ paralle`le afin de be´ne´ficier de plusieurs EDA
pour une meˆme PKM. Ne´anmoins, il n’est pas possible de relier un EDA a` un autre tout
en garantissant les performances cine´tostatiques car pour changer d’aspect il faut franchir des
singularite´s.
Dans la suite de ce travail, nous travaillerons toujours dans un meˆme aspect que nous
noteronsA, et qui sera choisi pour fournir les meilleures performances cine´tostatiques, de volume
de travail et d’encombrement de la machine. Les singularite´s se´rielles et paralle`les seront les
limites de l’espace de travail atteignable.
3.2.3 De´finition formelle de l’EDR
Pour de´finir l’EDR, il faut connaˆıtre :
1. Sa forme, note´e F , qui de´pend de celle des pie`ces que la machine est destine´e a` usiner :
carre´e, circulaire pour les PKM planes ; cubique, cylindrique, prismatique pour les PKM
spatiales, etc... ;
2. Son orientation dans l’espace Carte´sien, qui va influer sur son volume ;
3. L’indice kine´tostatique que l’on veut borner, note´ ψ, qui de´pend de la taˆche d’usinage a`
accomplir ;
4. Les limites impose´es sur ψ, qui de´pendent des performances minimum requises.
L’EDR est donc le plus grand volume atteignable de forme F , dont l’orientation est prescrite,
tel que l’indice kine´tostatique ψ soit borne´ :
WDR = {p ∈ W | ψmin ≤ ψ(p) ≤ ψmax | WDR de forme F} (3.1)
On de´finit e´galement l’EDA :
WDA = {p ∈ A | ψmin ≤ ψ(p) ≤ ψmax}
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La seule diffe´rence entre l’EDA et l’EDR est que la forme de l’EDR est prescrite.
ψ de´pend de la position Carte´sienne p et des parame`tres ge´ome´triques car il est de´fini a`
partir de la matrice Jacobienne. Les valeurs de ψmin et de ψmax de´pendent des performances
requises.
A priori, les limites impose´es a` ψ sont telles qu’elles e´liminent les configurations singulie`res
dans l’EDR. Dans ce cas, on peut dire que l’EDR est une re´gion T-parcourable, c’est-a`-dire
sans singularite´s se´rielles ou paralle`les [Chablat 98]. Il se peut ne´anmoins que l’espace de travail
atteignable avec les bute´es articulaires choisies contienne des singularite´s.
Attention, l’utilisation d’indices cine´tostatiques pour de´finir l’EDR ne permet pas de de´tecter
les singularite´s internes. Pour que l’EDR soit valide, il faut donc s’assurer qu’il ne s’y trouve
aucune singularite´ de ce type.
3.2.4 De´finition de nouveaux indices de performance
La notion d’EDR permet de de´finir de nouveaux indices de performance des PKM, par
exemple le ratio entre le volume WDR du plus grand EDR inclus dans l’espace de travail et le
volume W de l’espace de travail : WDR/W . L’espace de travail W peut contenir des singularite´s
si les bute´es articulaires le permettent. L’indice WDR/W e´value si une PKM posse`de dans son
espace de travail un grand volume re´gulier dont les performances cine´tostatiques sont borne´es.
On peut aussi e´valuer le ratio WDR/V ou` V est le volume de la PKM. Ou encore le ratio
WDR/WDA ou` WDA est le volume de l’EDA. Nous discuterons l’utilisation de ces indices dans
la partie 3.7, en fonction des performances qu’ils permettent d’e´valuer.
Ces nouveaux indices peuvent s’employer pour optimiser les parame`tres ge´ome´triques d’une
PKM lors de la synthe`se ge´ome´trique, ou pour comparer des PKM entre elles lors d’un choix
d’architecture au moment de la synthe`se topologique.
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3.3 Calcul du volume de l’espace de travail dextre
re´gulier
3.3.1 Pre´liminaires
Une fois que l’on a de´termine´ les caracte´ristiques de l’EDR (choix de l’indice, des bornes,
de la forme F et de l’orientation), un proble`me se pose : comment calculer le volume de l’EDR,
comment trouver sa position dans l’espace de travail pour que son volume soit maximal ? En
effet, afin que l’e´valuation selon l’indice WDR/W (ou WDR/V , WDR/WDA) soit correcte, il faut
calculer le volume du plus grand EDR possible.
Deux cas sont envisageables :
1. Les bute´es articulaires de la PKM ne sont pas pre´de´finies. Dans ce cas, de´terminer le
plus grand EDR revient a` de´terminer le plus grand EDR inclus dans l’EDA. On calculera
ensuite les bute´es articulaires pour atteindre l’EDR de´termine´, et on de´duira l’espace de
travail W de la PKM.
2. Les bute´es articulaires sont pre´de´finies. Dans ce cas, l’espace de travail W de la PKM
existe de´ja`. De´terminer le plus grand EDR revient donc a` de´terminer le plus grand EDR
inclus dans W ∩ EDA.
On note E la portion de l’espace Carte´sien dans laquelle on recherche le plus grand EDR.
Selon le cas de figure envisage´, on peut avoir E ≡ EDA ou E ≡ W ∩ EDA.
Nous proposons deux me´thodes pour de´terminer l’EDR. La premie`re est une me´thode de
recherche manuelle, non-automatise´e. Elle ne garantit pas formellement le re´sultat mais son
fonctionnement est intuitif, le temps de calcul est de l’ordre de 15 minutes. La deuxie`me me´thode
est automatise´e, base´e sur l’analyse par intervalles, elle garantit formellement le re´sultat, par
contre le temps de calcul peut varier de quelques secondes a` plusieurs dizaines d’heures suivant
les conditions initiales, et le de´roulement de la recherche du plus grand EDR est invisible pour
l’utilisateur .
3.3.2 Calcul de l’EDR en discre´tisant l’espace de travail
La premie`re me´thode pour calculer le plus grand EDR est manuelle, elle consiste a` de´placer
intuitivement dans E un volume de forme F , note´ VF , tout en augmentant ses dimensions,
pour trouver en quel point de E le volume de VF peut eˆtre le plus grand. L’espace de travail
Carte´sien est discre´tise´. Le de´placement de VF est manuel, l’augmentation des dimensions est
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automatique, pour chaque jeu de dimensions on controˆle les valeurs maximum et minimum de
l’indice sur la surface de VF . Nous allons de´crire l’algorithme de cette me´thode.
Algorithme
1. Ve´rifier qu’il existe des points p dans E tels que : ψmin ≤ ψ(p) ≤ ψmax. Pour cela, on
discre´tise E et on calcule l’indice ψ en chaque point. Si aucun p ne ve´rifie cette condition,
alors WDR = ∅.
2. Des points p existent tels que ψmin ≤ ψ(p) ≤ ψmax. L’un d’eux, note´ c, est choisi pour
eˆtre le centre du volume VF initial.
3. Les dimensions de VF augmentent jusqu’a` ce qu’en un point de sa surface, ψ atteigne
une des limites fixe´es. Supposons que cette limite soit ψmax et notons pmax le point en
lequel ψmax est atteinte. Notons VFLimite le volume ainsi de´termine´. Notons ψinf la valeur
minimum de ψ sur la surface de VFLimite et pinf les coordonne´es du point en lequel est
atteinte ψinf .
Afin de garantir que VFLimite ne contient pas de points en lesquels ψ est hors-limites,
les dimensions initiales du volume VF centre´ sur c sont tre`s faibles : on s’assure ainsi
qu’aucun point hors-limites ne se trouve compris entre c et la surface du volume VF initial.
4. L’objectif de l’e´tape 3 est d’aboutir a` un volume VFSimul tel que les bornes ψmax et
ψmin soient atteintes simultane´ment. Le calcul de VFLimite n’est donc pas satisfaisant.
On de´place donc VFLimite et c d’une distance d, en direction de pinf , paralle`lement a` la
droite (pmaxpinf ).
5. On retourne a` l’e´tape 3 : on augmente les dimensions de VFLimite jusqu’a` ce qu’en un des
points de sa surface ψ atteigne une des bornes. Tant que les bornes ne sont pas atteintes
simultane´ment, on revient a` l’e´tape 3.
Il serait inte´ressant de chercher a` relier mathe´matiquement d a` ψinf−ψmin, afin de gagner
du temps lorsque le premier VFLimite est obtenu. Dans cet algorithme, le choix de d est donc
intuitif. Si d est trop grand, une partie du VFLimite de´place´ peut se trouver a` l’exte´rieur de
E.
6. Lorsque ψmax et ψmin sont atteintes simultane´ment sur la surface de VFLimite , on note
VFSimul le volume ainsi de´termine´, et cSimul son centre. VFSimul n’est pas force´ment le plus
grand EDR. Il faut le ve´rifier.
7. Soient pmax (resp. pmin) les coordonne´es du point de la surface de VFSimul en lequel
ψmax (resp. ψmin) est atteinte. Pour ve´rifier si VFSimul est le plus grand EDR, on de´place
un volume test V ′FSimul , de meˆmes dimensions que VFSimul , perpendiculairement puis pa-
ralle`lement a` la droite (pmaxpmin). C’est-a`-dire qu’on de´place son centre c
′
Simul sur la
surface d’un petit cylindre centre´ sur cSimul et oriente´ selon (pmaxpmin). Pour chaque
position de c′Simul, on calcule l’indice ψ sur la surface de V ′FSimul , deux cas sont possibles :
72
(a) En un point de la surface de V ′FSimul , ψ de´passe une des bornes, dans ce cas la position
c′Simul est rejete´e.
(b) ψ atteint une des bornes ou n’atteint aucune des bornes en un point de la surface
de V ′FSimul . Dans ce cas on retourne a` l’e´tape 3 et on de´termine un nouveau VFSimul .
8. Lorsque toutes les positions c′Simul ont e´te´ teste´es, on choisit le plus grand des nouveaux
VFSimul et on retourne a` l’e´tape 6. L’algorithme s’arreˆte lorsque toutes les positions c′Simul
sont rejete´es. Le plus grand des VFSimul est le plus grand EDR.
La phase manuelle de cette me´thode consiste a` de´placer le centre de VFLimite d’une distance
d le long de la droite (pmaxpinf ). Les e´tapes 7 et 8 peuvent eˆtre automatise´es.
Si l’architecture de la PKM posse`de des lieux de syme´trie LS (plans ou axes de syme´trie),
il faut les utiliser pour :
1. Rechercher le centre du plus grand EDR. En effet, le centre du plus grand EDR appartient
ne´cessairement a` LS a` cause de la syme´trie des performances cine´tostatiques ;
2. Re´duire la quantite´ de calculs en utilisant de meˆme la syme´trie des performances cine´tostatiques :
inutile de ve´rifier plusieurs fois l’indice cine´tostatique en des points de E qui sont syme´triques
par rapport a` LS.
La me´thode que nous venons de pre´senter est base´e sur la discre´tisation du volume de
travail : l’espace Carte´sien est repre´sente´ par un maillage de points, chaque point est le centre
d’un cube ou d’un carre´ s’il s’agit d’une PKM plane. Pour calculer le volume de travail, on
ve´rifie en chaque point du maillage si le MGI de la PKM posse`de une solution re´elle dans
l’aspect choisi. Si c’est le cas, on ajoute au volume de travail le volume du cube centre´ sur le
point conside´re´. La pre´cision du calcul de´pend du nombre de points du maillage, dont de´pend
la dure´e du calcul.
Il est aussi possible d’utiliser des octrees pour calculer le volume de travail [Chedmail 98].
Cette technique est e´galement base´e sur la discre´tisation de l’espace de travail. Mais son fonc-
tionnement est optimise´ pour diminuer le nombre de points en lesquels on ve´rifie que le MGI
posse`de une solution re´elle dans l’aspect choisi.
Cependant, la discre´tisation du volume de travail comporte des inconve´nients :
1. On ne connaˆıt pas l’erreur commise sur le re´sultat final, i.e. l’e´cart entre le volume re´el
du plus grand VFSimul et le volume calcule´. On peut augmenter la densite´ de points pour
diminuer l’erreur mais on ne la connaˆıtra toujours pas.
2. La limitation des FAV n’est pas formellement garantie dans l’EDR. Si jamais se produit
une tre`s grande variation de l’indice ψ entre deux points du maillage, au voisinage d’une
singularite´ par exemple, alors malgre´ les apparences on peut passer a` coˆte´ d’un point en
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lequel ψ est a` l’exte´rieur des bornes. En effet, rien ne prouve que l’indice reste a` l’inte´rieur
des bornes entre deux points valides du maillage. Mais en ge´ne´ral, ψ est continu et il est
peu probable qu’un tel cas se produise.
En contrepartie des inconve´nients (me´thode manuelle, erreur sur le volume inconnue), cette
me´thode permet de comprendre comment varie l’indice ψ, en particulier lorsque l’on effectue
manuellement le de´placement de VFLimite paralle`lement a` la droite (pmaxpinf ), on se rend bien
compte de la fac¸on dont e´volue ψ dans E .
3.3.3 Calcul de l’EDR en utilisant l’analyse par intervalles
3.3.3.1 Pre´liminaires
L’utilisation de l’analyse par intervalles [Merlet 00a], [Moore 79], [Neumaier 90] permet de
re´soudre les deux inconve´nients de la premie`re me´thode. L’analyse par intervalles permet de
garantir formellement que l’indice ψ est compris entre les limites fixe´es, et de fixer a` l’avance
l’erreur entre le volume de l’EDR approxime´ et le volume re´el.
Une me´thode base´e sur l’analyse par intervalles pour la de´termination du plus grand EDR
cubique est de´crite dans [Chablat 04] pour la conception et la comparaison de PKM a` trans-
lations de type Delta line´aire. L’indice kine´tostatique choisi dans cette me´thode est : les FAV
ψi(p) calcule´s a` partir de la matrice Jacobienne. L’EDR est donc de´fini de la fac¸on suivante :
WDR = {p ∈ W | ψmin ≤ ψi(p) ≤ ψmax, i = 1, 2, 3 | WDR de forme F}
Les re´sultats obtenus seront rappele´s dans le paragraphe 3.5.4. L’algorithme utilise´ pour calculer
le plus grand EDR utilise la librairie ALIAS [Merlet 00a] qui est une librairie d’algorithmes en
C++ base´s sur l’analyse par intervalles. Ces algorithmes traitent des syste`mes d’e´quations et
d’ine´galite´s dont les expressions sont des combinaisons de fonctions mathe´matiques classiques
(cos, sin, log, etc...) et dont les coefficients sont des re´els ou parfois des intervalles. Ils permettent
entre autres de trouver une approximation du minimum ou du maximum global d’une fonction,
e´ventuellement contrainte par des e´quations ou des ine´galite´s.
3.3.3.2 Description de la me´thode
L’algorithme pour la de´termination du plus grand EDR utilise les modules suivants :
1. Ve´rification d’une boˆıte Carte´sienne : Pour un point p dans l’espace Carte´sien, on
dit que p est valide si p ∈ WDR, p est dit invalide dans le cas contraire. Le module de
ve´rification d’une boˆıte Carte´sienne, note´ M(B), rec¸oˆıt en entre´e une boˆıte B contenue
dans l’espace Carte´sien et retourne 1 si tous les points de B sont valides, -1 si aucun
74
point de B n’est valide, 0 si B contient des points dextres, i.e. appartenant a` WDR, et
non-dextres, i.e. n’appartenant pas a` WDR. La ve´rification de la validite´ de la boˆıte se fait
en analysant le polynoˆme caracte´ristique P de (JJT )−1 avec un algorithme issu d’ALIAS.
2. Ve´rification d’une boˆıte dans l’espace de travail : Le module de ve´rification d’une
boˆıte dans l’espace de travail, note´ G(B,w), rec¸oˆıt en entre´e une boˆıte Carte´sienne B et
une longueur w. Il retourne -1 si aucun point de B ne peut eˆtre le centre d’une boˆıte Bw
incluse dans W et de coˆte´ w, 1 si tous les points de B peuvent eˆtre le centre d’une boˆıte
Bw, 0 si B contient a` la fois des points qui pourraient eˆtre le centre de Bw et d’autres
non. W est de´fini par un ensemble d’ine´galite´s.
Algorithme pour la de´termination du plus grand EDR cubique
Cet algorithme de´termine un EDR cubique de coˆte´ 2w tel qu’aucun autre EDR cubique
de coˆte´ 2(α + w) n’est inclus dans W . La premie`re e´tape est la de´termination du plus grand
EDR cubique de centre (xM , yM , zM). Cette proce´dure, note´e C(xM , yM , zM ), utilise le module
M(B) pour ve´rifier l’indice ψ. On fait grandir un cube centre´ en (xM , yM , zM) jusqu‘a` ce que
les bornes sur ψ soient franchies.
L’algorithme ge`re une liste L de boˆıtes Carte´siennes qui sont traite´es se´quentiellement.
Durant le traitement, des boˆıtes peuvent s’ajouter a` L. A` une e´tape donne´e de l’algorithme, on
traite la boˆıte i note´e Bi et on a n boˆıtes dans L. Il reste donc n−i boˆıtes a` traiter. L’algorithme
s’arreˆte lorsque toutes les boˆıtes dans L ont e´te´ traite´es. Au de´but de l’algorithme, il n’y a dans
L qu’une seule boˆıte B0, qui contientW . Une boˆıte Bi est de´finie par Bi = [xi, xi], [yi, yi], [zi, zi].
Le nombre maximal de boˆıtes dans L est N .
L’algorithme comporte 6 e´tapes :
1. Calcul de w = C(0, 0, 0).
2. Si i > n : EXIT.
3. Si G(Bi, w + α) = −1, alors on passe de i a` i+ 1 et on retourne a` l’e´tape 2.
4. Si G(Bi, w + α) = 1, alors on calcule w′ = C(xBi , yBi , zBi), ou` (xBi , yBi , zBi) sont les
coordonne´es du centre de Bi. Si w
′ > w, on met w′ dans w puis on va a` l’e´tape 6.
5. Si G(Bi, w + α) = 0, alors on va a` l’e´tape 6.
6. On bissecte Bi selon le plus grand des 3 intervalles Carte´siens [xi, xi], [yi, yi] et [zi, zi]. Par
exemple si [xi, xi] est le plus grand intervalle, la bissection de Bi cre´e deux nouvelles boˆıtes
B1i = [xi, (xi + xi)/2], [yi, yi], [zi, zi] et B
2
i = [(xi + xi)/2, xi], [yi, yi], [zi, zi]. Si n < N/2, les
deux boˆıtes sont stocke´es a` la fin de L et l’on passe de i a` i+1. Sinon B1i est stocke´e dans
L a` la place de Bi et B2i est stocke´e en i+1 ce qui de´cale d’un cran les boˆıtes Bi+1,...,Bn.
On passe n a` n+ 1 et on retourne a` l’e´tape 2.
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L’e´tape 1 permet d’obtenir une valeur initiale de la longueur du coˆte´ de l’EDR cubique.
L’e´tape 3 e´limine les boˆıtes qui ne contiennent pas le centre du plus grand EDR a` cause des
limites de W . Les boˆıtes qui satisfont l’e´tape 4 peuvent contenir le centre du plus grand EDR
inclus dans W . En effet, a` l’e´tape 4 on calcule les dimensions du plus grand EDR centre´ sur le
centre de Bi, et e´ventuellement on met a` jour la valeur du coˆte´ du plus grand EDR si w
′ > w.
L’e´tape 6 permet de diminuer la taille des boˆıtes Bi et d’accroˆıtre la pre´cision du module G.
L’avantage majeur de cette me´thode est qu’elle garantit formellement le re´sultat avec une
pre´cision fixe´e a` l’avance. Un autre avantage sur lequel nous reviendrons plus loin est que cette
me´thode permet de traiter facilement d’autres formes que le cube pour l’EDR. De plus, il est
possible d’implanter cette me´thode de fac¸on distribue´e. On peut alors espe´rer une convergence
super-line´aire, c’est-a`-dire que le gain en temps de calcul peut eˆtre supe´rieur au nombre de
machines utilise´es.
Un inconve´nient est que le temps de calcul peut varier de quelques secondes a` plusieurs
heures en fonction des conditions initiales, or il n’est pas possible de pre´voir a` l’avance l’effet
des conditions initiales.
Un autre inconve´nient est que l’algorithme s’arreˆte s’il existe une configuration singulie`re
dans le cube initial et si l’on n’a pas mis en place des se´curite´s nume´riques au niveau du calcul des
racines de det(JJT ). Cet inconve´nient peut aussi eˆtre re´solu en utilisant au pre´alable la premie`re
me´thode propose´e dans le paragraphe 3.3.2 qui permet de de´terminer une approximation non-
garantie du plus grand EDR, qui est par de´finition de´pourvu de singularite´s, et qui peut donc
servir de cube initial pour la me´thode utilisant l’analyse par intervalles.
Pour les deux me´thodes, on pourrait “inclure” l’orientation de l’EDR dans l’algorithme de
de´termination en re´alisant un calcul selon l’une ou l’autre des deux me´thodes pour chaque
orientation de l’EDR, puis en se´lectionnant l’EDR dont le volume est le plus grand.
3.4 E´valuation des performances d’une PKM plane a`
translations
Nous avons pre´sente´ une notion nouvelle, l’EDR, de nouveaux indices de performance base´s
sur cette notion, ainsi que deux me´thodes pour calculer le plus grand EDR.
Dans cette partie nous allons utiliser la notion d’EDR pour e´valuer les performances d’une
PKM plane a` translations. L’indice cine´tostatique choisi est : les Facteurs d’Amplification des
Vitesses (FAV) entre les vitesses articulaires et les vitesses dans l’espace de travail Carte´sien.
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3.4.1 De´finition des facteurs d’amplification de vitesse
Les FAV sont de´finis dans le paragraphe 2.1.4. Ils sont l’inverse des racines carre´es des valeurs
propres de (JJT )−1. Leur expression mathe´matique de´pend donc des parame`tres ge´ome´triques
de conception note´s cj, et de la position carte´sienne, note´e p :
λi = λi(cj,p)
Dans le cas d’un manipulateur pleinement paralle`le qui posse`de deux ou trois DDL en transla-
tion et des liaisons actionne´es identiques, alors les FAV ont un sens physique : ils de´finissent,
en un point donne´ de l’espace de travail Carte´sien, les rapports maximum et minimum entre
les vitesses des liaisons actionne´es et les e´le´ments du vecteur vitesse p˙. Cette information est
importante pour une PKM, c’est ce qui explique le choix des FAV comme indice cine´tostatique
a` borner dans l’EDR.
Si la matrice jacobienne n’est pas homoge`ne (DDL ou liaisons actionne´es de nature diffe´rente),
alors les FAV sont difficilement interpre´tables physiquement. L’homoge´ne´¨ısation dimensionnelle
de la matrice Jacobienne est cependant possible en utilisant une longueur caracte´ristique comme
dans [Ranjbaran 96], [Chablat 02], ou` le but est d’utiliser l’isotropie comme crite`re de concep-
tion. Cette de´marche est inutile dans le cas de PKM qui posse`dent deux ou trois DDL en
translation et des liaisons actionne´es identiques.
3.4.2 Choix des bornes sur les FAV
Il faut choisir une plage de variation [ψmin, ψmax] qui convient a` la taˆche a` laquelle on destine
la machine. Si on choisit ψ 6= ∞, alors on e´vite les configurations singulie`res ou` les performances
de la machine se de´te´riorent (voir paragraphe 2.1.5). Le choix des bornes de´pend de l’ampli-
fication de vitesse mini-maxi recherche´e. L’amplification de vitesse c’est aussi l’amplification
du de´placement de la liaison actionne´e. Si le FAV est grand, alors un petit de´placement de la
liaison actionne´e provoquera un grand de´placement de l’outil. Le choix de la plage de variation
[ψmin, ψmax] est donc e´galement lie´ a` la pre´cision souhaite´e pour la PKM.
La moyenne des FAV dans l’EDR est une caracte´ristique importante de la machine. Le
choix des bornes ne garantit pas la moyenne des FAV dans l’EDR. Aussi faut-il controˆler cette
moyenne soi-meˆme. Si l’on souhaite une machine rapide (donc moins pre´cise) pour laquelle la
moyenne des FAV est supe´rieure a` 1, il ne suffit pas de fixer des bornes asyme´triques, comme
[0,8 ; 1,6] par exemple. Ces bornes ne garantiront pas que les FAV seront centre´s sur la moyenne
des bornes soit 1,2. De meˆme, si l’on souhaite une machine pre´cise (donc plus lente), pour
laquelle la moyenne des FAV est infe´rieure a` 1, ou une machine rapide et pre´cise a` la fois, avec
des bornes centre´es sur 1, alors il faut calculer et ve´rifier la moyenne des FAV. On verra dans le
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paragraphe 3.7 que dans certains cas la moyenne des FAV dans l’EDR est proche de la moyenne
des bornes. Ceci prouve que dans certains cas l’EDR de´finit une zone de travail ou` la moyenne
des FAV est proche d’une valeur choisie par le concepteur. C’est un point important qui montre
l’inte´reˆt de la notion d’EDR.
3.4.3 Choix de la forme de l’EDR
Dans cette partie nous allons illustrer les conse´quences du choix de la forme de l’EDR sur un
exemple de PKM plane : le Biglide. Nous discuterons la forme de l’EDR en fonction des objectifs
de la machine dans le paragraphe 3.5.4, dans le cas de PKM spatiales. Comme certaines d’entre
elles sont industrialise´es, ce sera plus concret.
Le Biglide est constitue´ de deux jambes munies chacune d’une barre de longueur 1 (Fig.
3.14). Les jambes comportent des liaisons actionne´es prismatiques dont les axes sont ortho-
gonaux. P est la plate-forme mobile. Le Biglide est la version 2D de l’Orthoglide. Les bornes
choisies pour les FAV sont 1/2 et 2, comme dans [Chablat 03].
P
L 
=1
Fig. 3.14 – PKM a` deux degre´s de liberte´ en translation : le Biglide
L’aspect A dans lequel on travaille est de´limite´ par les lieux des singularite´s se´rielles, pa-
ralle`les et architecturales du Biglide (Fig. 3.15). Si les bute´es articulaires sont libres, A constitue
un espace de travail assez grand dans lequel les risques de collisions entre les jambes et le baˆti
sont limite´s .
Me´thode utilise´e
Pour le calcul de l’EDR, on va utiliser une me´thode pre´sente´e dans [Majou 02] base´e sur la
discre´tisation de l’espace Carte´sien. Cette me´thode est inspire´e de l’algorithme pre´sente´ dans
le paragraphe 3.3.2. C’est celle qui est utilise´e dans [Chablat 03 bis]. Prenons par exemple le
cas ou` VF est carre´.
L’architecture du Biglide posse`de un axe de syme´trie (∆) (Fig. 3.14). Le centre de VFSimul
va vraisemblablement se trouver sur (∆).
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Singularités architecturales
Singularités sérielles
Frontière de l’aspect A
de la jambe 1
Singularités sérielles
Singularités parallèles
jambe 1 jambe 2
de la jambe 2
Fig. 3.15 – Repre´sentation des lieux de singularite´s et de l’aspect A dans lesquel on travaille
Pour le ve´rifier, on cherche le lieu du centre de VF tel que VFLimite soit le plus grand. Pour
cela, on de´place VF le long de l’axe (∆) et perpendiculairement a` (∆) le long des axes (∆i⊥)
(Fig. 3.16). Pour chaque position du centre c de VF on calcule VFLimite . Le lieu de c qui donne
les plus grands VFLimite est effectivement l’axe (∆).
On constate que les extrema des FAV sont localise´s le long des coˆte´s PiPi+1, i = 1 . . . 3,
et P1P4. On ve´rifiera donc les FAV seulement le long des coˆte´s de VF , tout comme dans la
premie`re me´thode pre´sente´e dans le paragraphe 3.3.2. Les FAV valent 1 en S, puis varient
jusqu’a` atteindre ψmin ou ψmax sur les coˆte´s de VF . Les expressions analytiques des FAV λi(cj,p)
sont obtenues avec le logiciel MAPLE. A` partir de ces expressions, le calcul des FAV le long
des 4 coˆte´s de VF prend 5 sec. avec un PC de type Pentium II.
F
4
P1
P2
P3
i
  p
S
j
k
Vérification des FAV
Différentes positions
Différentes positionsc
le long des cotés de VF
de V  le long des 
F
de V  le long de
P
Fig. 3.16 – Recherche des plus grands VFLimite
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Pour calculer VFLimite , on choisit un point sur l’axe ∆, on fait grandir VF jusqu’a` atteindre
VFLimite , en calculant les FAV le long des coˆte´s de VF (Fig. 3.17).
S
P1
P2
P3
P4
Fig. 3.17 – Accroissement de VF en calculant les FAV le long des coˆte´s
On remarque que les bornes sont toujours atteintes aux points P1 ou P3 (Figs. 3.17 et 3.18).
Le centre du plus grand VFLimite est le point S. De plus, le VFLimite de centre S atteint ψmax
simultane´ment en P1 et en P3. Le VFLimite calcule´ en S est donc le VFSimul . On constate sur la
Fig. 3.18, qui repre´sente les FAV dans VFSimul , que λ1 varie peu contrairement a` λ2, et que c’est
λ2 qui atteint ψmax en P1 et en P3.
1
2
3
4
P
P
P
P
1
2
Fig. 3.18 – Repre´sentation 3D des FAV
Cas 1 : Les bute´es articulaires ne sont pas pre´de´finies
Comme on l’a vu dans le paragraphe 3.3.1, deux cas sont possibles pour calculer le plus
grand EDR, si les bute´es articulaires sont pre´de´finies ou non. Dans ce premier cas, les bute´es
articulaires ne sont pas pre´de´finies, mais on va les de´terminer de fac¸on a` atteindre le plus grand
EDR.
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Deux formes diffe´rentes sont propose´es pour l’EDR : le disque et le carre´.
La proce´dure de de´termination du plus grand EDR circulaire est la meˆme que celle du carre´ :
on calcule les FAV le long du pourtour de VF que l’on fait grandir jusqu’a` atteindre VFLimite .
De meˆme on constate que le lieu des centres c qui donne les plus grands VFLimite est l’axe (∆).
De meˆme le centre du plus grand VFLimite est le point S, et dans ce cas VFLimite atteint ψmax
simultane´ment en P1 et en P3. De meˆme le VFLimite de centre S est donc le VFSimul .
Sur la Fig. 3.19, on a repre´sente´ les plus grands EDR carre´ et circulaire inscrits dans l’EDA,
ainsi que l’espace de travail atteignable avec les bute´es articulaires calcule´es dans les deux cas.
Frontière de W
Partie non-dextre de W
Frontière de l'EDA
(a) EDR carre´
Frontière de l'EDA
Frontière de W
Partie non-dextre de W
(b) EDR circulaire
Fig. 3.19 – L’EDA du Biglide et son espace de travail pour un EDR carre´ ou circulaire
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On rappelle la de´finiton de l’EDA :
WDA = {p ∈ A | ψmin ≤ ψ(p) ≤ ψmax}
Pour de´terminer l’EDA, il faut donc de´terminer tous les points dextres de A, tels que si p ∈
WDA, alors :
ψmin ≤ ψi(p) ≤ ψmax, i = 1, 2
L’EDA est inde´pendant des limites articulaires. Pour le de´terminer, nous avons applique´ la
me´thode suivante :
1. Discre´tisation de l’espace Carte´sien C, de´finition d’une matrice M qui associe chaque
e´le´ment Mi,j au point pi,j de C discre´tise´.
2. En chaque point pi,j de C, on ve´rifie si ψmin ≤ ψi(pi,j) ≤ ψmax, i = 1, 2.
3. Si p 6∈ WDA, alors Mi,j = 0, si p ∈ WDA, alors Mi,j = 1.
4. Une fois que tous les pi,j ont e´te´ teste´s, on repre´sente le contour de la surface plane dont
les points sont les e´le´ments non-nuls de M, dont les coordonne´es Carte´siennes dans le
plan (x, y) sont leurs coordonne´es dans la matrice M.
Les re´sultats sont pre´sente´s dans le Tab. 3.1. Les meilleurs re´sultats sont en police grasse.
Le ratio WDR/W est meilleur pour le disque que pour le carre´ malgre´ les apparences de la Fig.
3.19 : 0.82 contre 0.79. La diffe´rence entre ces deux re´sultats est faible. C’est l’encombrement
qui fait vraiment la diffe´rence : l’espace de travail W calcule´ pour l’EDR circulaire est 50%
plus grand que l’EDR carre´. La diffe´rence entre les courses articulaire obtenues dans les deux
cas est plus faible, avec un ∆ρmaxi pour l’EDR circulaire supe´rieur de 25%.
On remarque que les points P1 et P3 en lesquels ψmax est atteinte sont les extre´mite´s de la
diagonale de l’EDR carre´ (Fig. 3.19). La diagonale (P1P3) est aussi le diame`tre du plus grand
EDR circulaire.
Les plus grands EDR carre´ ou circulaire sont syme´triques par rapport a` l’axe de syme´trie
(∆), donc les courses articulaires de chaque jambe sont e´gales dans les deux cas.
Carre´ Disque
Coˆte´ du carre´ / Diame`tre du disque (m) 0.895 1.266
WDR (m2) 0.801 1.259
W (m2) 1.014 1.531
∆ρmaxi (course maxi des liaisons actionne´es en m) 1.001 1.266
WDR/W 0.79 0.822
Tab. 3.1 – Comparaison des performances du Biglide pour un EDR carre´ ou circulaire
Faisons deux remarques sur cette premie`re utilisation de la notion d’EDR ainsi que sur la
comparaison des performances du Biglide selon l’indice WDR/W pour deux formes diffe´rentes
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de l’EDR. On rappelle que dans le cas ou` les bute´es articulaires ne sont pas pre´de´finies on a
E ≡ EDA.
1. Le plus grand EDR circulaire inscrit dans E a une surface supe´rieure a` celle du plus
grand EDR carre´ inscrit dans W . La course articulaire calcule´e pour parcourir le plus
grand EDR circulaire, note´e ∆ρcirc, est supe´rieure a` ∆ρcub, la course articulaire calcule´e
pour parcourir le plus grand EDR carre´. ∆ρcirc permet donc de parcourir une portion
plus grande de l’EDA que ∆ρcub. C’est-a`-dire que le rapport WDR/WDA est supe´rieur
dans le cas de l’EDR circulaire (voir Fig. 3.19). Il vaut 0.9 pour l’EDR circulaire contre
0.82 pour l’EDR carre´. De meˆme, le rapport {W ∩ WDA}/WDA est plus grand pour
l’EDR circulaire que pour l’EDR carre´ (voir Fig. 3.19). Cependant, l’indice WDR/WDA
ne pe´nalise pas l’encombrement du volume de travail W et des courses articulaires. Pour
une PKM, l’encombrement est un crite`re important, donc cet indice nous semble donc
moins pertinent que WDR/W pour e´valuer une PKM.
2. Le moyenne des FAV dans l’EDR est de 1.02 pour l’EDR circulaire et pour l’EDR carre´.
Ceci montre que les FAV sont re´partis e´quitablement dans l’EDR par rapport a` la moyenne
des bornes qui vaut 1. L’EDR de´finit donc une zone de travail ou` la moyenne des FAV
est proche d’une moyenne pre´de´termine´e.
Lorsque les bute´es articulaires sont pre´de´finies, l’encombrement du volume de travail et celui
des courses articulaires ont de´ja` e´te´ inte´gre´s dans le processus de conception. Aussi, les indices
WDR/WDA ou {W ∩WDA}/WDA deviennent pertinents. Nous allons donc traiter maintenant
le cas ou` les bute´es articulaires sont pre´de´finies.
Cas 2 : Les bute´es articulaires sont pre´de´finies
Des bute´es articulaires pre´de´finies de´finissent un espace E ≡ W ∩EDA a` l’inte´rieur duquel
on va rechercher les plus grands EDR carre´ et circulaire. On utilise la me´thode propose´e dans
[Majou 02] que l’on a de´crite auparavant.
On choisit ρ = 0 a` l’isotropie lorsque les deux jambes sont orthogonales. Sur la Fig. 3.20
sont repre´sente´s en exemple les plus grands EDR cubique et circulaire lorsque ρ ∈ [−0.3, 0.3].
Lorsque les bute´es articulaires sont pre´de´finies, on a E ≡ W ∩ EDA. Dans ce cas, le plus
grand EDR de´pend des bute´es articulaires. Il ne suffit pas de de´finir la course ∆ρ = ρmax−ρmin,
il faut aussi de´finir la position des bute´es articulaires, c’est-a`-dire les valeurs de ρmax et ρmin. Si
par exemple ∆ρ = 0.6, le plus grand EDR ne sera pas le meˆme si ρmax = 0.5 ou si ρmax = 0.1.
Pour de´terminer les bute´es articulaires qui donnent le plus grand EDR a` ∆ρ fixe´, il faut
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Fig. 3.20 – Plus grands EDR cubique et circulaire avec ρ ∈ [−0.3, 0.3]
tester des couples de bute´es articulaires (ρmin, ρmax) tels que ∆ρ = ρmax − ρmin. Le Biglide
posse´dant un axe de syme´trie, la course articulaire (ρmin, ρmax) donnant le plus grand EDR
sera la meˆme pour les deux liaisons actionne´es.
Pour chaque course articulaire (ρmin, ρmax), on applique la me´thode utilise´e pre´ce´demment.
On choisit le meilleur couple (ρmin, ρmax). Les re´sultats sont pre´sente´s sur la Fig. 3.21.
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Fig. 3.21 – Indice WDR/W pour un EDR carre´ ou circulaire, les bute´es articulaires e´tant
pre´de´finies
On constate que l’indice de performance WDR/W diminue lorsque ∆ρ augmente, aussi bien
pour l’EDR circulaire que carre´. Cette diminution est faible pour l’EDR circulaire, elle est
importante pour l’EDR carre´.
L’indiceWDR/W de l’EDR carre´ est supe´rieur a` l’indiceWDR/W de l’EDR circulaire lorsque
∆ρ ≤ 0.56, il est infe´rieur ensuite. On voit donc que l’indice WDR/W varie selon les bute´es
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articulaires choisies. Il est meilleur pour le carre´ lorsque ∆ρ est faible, meilleur pour le cercle
lorsque ∆ρ est grand.
Dans le Tab. 3.1, on a donne´ les valeurs de ∆ρmax calcule´es pour les plus grands EDR carre´
et circulaire inclus dans A lorsque les bute´es articulaires ne sont pas pre´de´finies. Dans le cas ou`
les bute´es sont pre´de´finies, d’apre`s la Fig. 3.19 et les re´sultats du Tab. 3.1, on comprend bien
que si ∆ρ ≥ 1 par exemple, alors le plus grand EDR carre´ inclus dans E (avec E ≡ W ∩ EDA
lorsque les bute´es sont pre´de´finies) sera en fait le plus grand EDR carre´ inclus dans A. L’indice
WDR/W va donc de´croˆıtre de`s que ∆ρ sera supe´rieur au ∆ρmax de´termine´ dans le Tab. 3.1.
3.4.4 Choix de l’orientation de l’EDR
Afin d’illustrer l’influence de l’orientation de l’EDR sur l’indice WDR/W , deux orientations
possibles sont envisage´es pour un EDR carre´. On se place tout d’abord dans le cas ou` les bute´es
articulaires sont libres, puis dans le cas ou` elles sont pre´de´finies.
Cas 1 : Les bute´es articulaires ne sont pas pre´de´finies
Sur la Fig. 3.22 sont repre´sente´s les deux plus grands EDR carre´s selon deux orientations
diffe´rentes. Comme les bute´es articulaires ne sont pas pre´de´finies, ces EDR sont les plus grands
qu’il est possible d’atteindre dans l’EDA. Les re´sultats sont pre´sente´s dans le Tab. 3.2.
Orientation 2Orientation 1
Fig. 3.22 – Deux orientations pour le plus grand EDR carre´
On voit que l’indice WDR/W est meilleur pour l’orientation 2 : 0.79 contre 0.66 pour l’orien-
tation 1. De plus, on a calcule´ la moyenne des FAV. Elle vaut 1.04 pour l’orientation 1 contre
1.02 pour l’orientation 2. La notion d’EDR semble ici encore de´finir une zone de travail ou` la
moyenne des FAV est proche d’une moyenne pre´de´termine´e.
Le choix de l’orientation a donc un impact sur l’encombrement de la machine, a` cause du
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Orientation 1 Orientation 2
Coˆte´ du carre´ (m) 1.18 0.895
WDR (m2) 1.385 0.801
W (m2) 2.108 1.014
∆ρmaxi (m) 1.66 1
WDR/W 0.66 0.79
Tab. 3.2 – Performances du Biglide pour un EDR carre´ oriente´ de deux fac¸ons diffe´rentes
volume de W et de la taille des bute´es articulaires dans le cas d’actionneurs prismatiques. Le
choix de l’orientation a aussi un impact sur le volume de l’EDR et l’indice WDR/W .
Cas 2 : Les bute´es articulaires sont pre´de´finies
Lorsques les bute´es articulaires sont pre´de´finies, elles de´finissent un espace E ≡ W ∩ EDA
a` l’inte´rieur duquel, pour illustrer les conse´quences du choix de l’orientation de l’EDR, on va
rechercher le plus grand EDR carre´ selon deux orientations diffe´rentes.
On voit nettement sur la Fig. 3.23 que l’indice WDR/W sera toujours a` l’avantage de l’orien-
tation 2 quelles que soient les bute´es articulaires. Le choix de l’orientation a donc une influence
importante. Si aucune contrainte n’oblige a` orienter l’EDR d’une certaine fac¸on, alors il faut
l’orienter de telle sorte que l’indice WDR/W soit le meilleur.
Fig. 3.23 – Plus grands EDR carre´s pour des bute´es articulaires fixe´es et deux orientations
diffe´rentes (ρmax = 0.3, et ρmin = −0.3)
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3.5 E´valuation des performances de PKM spatiales a`
translations
Nous venons d’illustrer les conse´quences des choix de la forme et de l’orientation de l’EDR
sur l’indice WDR/W , dans le cas simple d’une PKM plane. Nous allons maintenant appliquer
la notion d’EDR a` l’e´valuation de PKM spatiales a` translations. Il y aura trois e´tudes :
1. Tout d’abord, nous e´valuerons l’Orthoglide selon l’indice WDR/W , pour des formes et des
orientations diffe´rentes de l’EDR ;
2. Ensuite, nous e´valuerons l’Orthoglide selon l’indiceWDR/W lorsque la longueur des barres
d’un des trois paralle´logrammes varie ;
3. Enfin, nous e´valuerons selon l’indice WDR/W d’autres PKM spatiales a` translations, et
nous les comparerons entre elles.
Le but de ce paragraphe est d’illustrer l’inte´reˆt d’un indice de performance base´ sur la notion
d’EDR pour e´valuer et comparer entre elles (i), des versions alternatives d’une meˆme PKM et
(ii), des PKM d’une meˆme famille.
Il serait tre´s inte´ressant de comparer les re´sultats que nous allons obtenir avec ceux que l’on
pourrait obtenir avec une machine-outil a` translations se´rielle.
Dans ce paragraphe et par la suite, les EDR seront tous calcule´s selon la me´thode base´e sur
la discre´tisation de l’espace de travail.
3.5.1 Mode`le cine´matique de la famille de l’Orthoglide
Le mode`le cine´matique de l’Orthoglide est le meˆme que celui d’autres PKM a` transla-
tions que nous e´valuerons dans le paragraphe 3.5.4 et qui appartiennent a` la meˆme famille
que l’Orthoglide, la famille des robot de type Delta line´aire. Nous allons pre´senter ce mode`le
cine´matique.
La Fig. 3.24 montre l’architecture cine´matique de l’Orthoglide.
Soient θi et βi les variables articulaires des liaisons pivot du paralle´logramme autour des
axes ii and ji (Fig. 3.24). Soient ρ1, ρ2, ρ3 les variables articulaires des liaisons prismatiques et
soit L la longueur des barres des paralle´logrammes des trois jambes, AiBi.
Le vecteur position p de la pointe de l’outil P est de´fini dans un repe`re de re´fe´rence (O, x, y,
z) centre´ a` l’intersection des trois axes des liaisons prismatiques (pour une meilleure lisibilite´, le
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repe`re de re´fe´rence est translate´ sur la Fig. 3.24). La position de l’origine du repe`re de re´fe´rence
sera pre´cise´e lorsque les autres PKM de la meˆme famille seront e´value´es.
Soient ρ˙ le vecteur des variables articulaires des liaisons prismatiques actionne´es et p˙ le
vecteur vitesse du point P :
ρ˙ = [ρ˙1 ρ˙2 ρ˙3]
T , p˙ = [x˙ y˙ z˙]T
p˙ peut s’e´crire de trois fac¸ons diffe´rentes en utilisant les trois chaˆınes AiBiP :
p˙ = eiρ˙i + (θ˙iii + β˙iji)× (bi − ai) (3.2)
ou` ai et bi sont les vecteurs position des points Ai and Bi, respectivement, et ei est la direction
des trois axes des liaisons prismatiques, avec i = 1, 2, 3.
Pour e´liminer les vitesses articulaires des liaisons passives, θ˙i et β˙i, on multiplie l’Eq. 3.2
par bi − ai :
(bi − ai)Tp˙ = (bi − ai)Teiρ˙i (3.3)
L’Eq. 3.3 peut s’e´crire vectoriellement sous la forme Ap˙ = Bρ˙, ou` A et B sont respectivement
les matrices Jacobienne paralle`le et se´rielle :
A =


(b1 − a1)T
(b2 − a2)T
(b3 − a3)T

 et B =


η1 0 0
0 η2 0
0 0 η3

 (3.4)
avec ηi = (bi − ai)Tei pour i = 1, 2, 3.
Les singularite´s paralle`les apparaissent lorsque le de´terminant de A s’annulle, i.e. quand
det(A) = 0. L’Eq. 3.4 montre que les singularite´s paralle`les apparaissent lorsque :
(b1 − a1) = α(b2 − a2) + λ(b3 − a3)
P
e2
e3
e1
B2
A1
B1
A2
A3
B3
j2
i2
i1
j1
i3
j3
x y
z
Fig. 3.24 – Architecture cine´matique de l’Orthoglide
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c’est-a`-dire quand les points A1, B1, A2, B2, A3 et B3 sont des plans paralle`les entre eux. Un
cas particulier se produit lorsque les membrures AiBi sont paralle`les entre elles :
(b1 − a1) || (b2 − a2) et
(b2 − a2) || (b3 − a3) et
(b3 − a3) || (b1 − a1)
Les singularite´s se´rielles se produisent lorsque la matrice Jacobienne se´rielle B n’est plus
inversible i.e. quand det(B) = 0. Si l’on se trouve a` une singularite´ se´rielle, il existe une
direction le long de laquelle aucune vitesse Carte´sienne ne peut eˆtre produite. L’Eq. 3.4 montre
que det(B) = 0 quand on a pour une jambe i, (bi − ai) ⊥ ei.
Quand B n’est pas singulie`re, on peut e´crire,
ρ˙ = J−1p˙ with J−1 = B−1A (3.5)
3.5.2 E´valuation des performances de l’Orthoglide pour des EDR
cubique, cylindrique, sphe´rique.
Choix de la forme de l’EDR
Nous allons expliquer l’inte´reˆt de choisir un EDR cubique, cylindrique ou sphe´rique pour
e´valuer l’Orthoglide selon l’indice WDR/W .
L’espace de travail des machines-outil se´rielles classiques a une forme paralle´le´pipe´dique, et
c’est pour se rapprocher de cette forme que l’une des formes choisies pour l’EDR est le cube.
On pourrait aussi choisir une forme paralle´le´pipe´dique. Cela permet de s’adapter aux formes
courantes des pie`ces a` usiner. Le choix de la forme de l’EDR de´pend de la taˆche pour laquelle
on veut e´valuer la machine.
Pour une PKM spatiale a` translations, rechercher le plus grand EDR cylindrique a un sens
si celle-ci est destine´e a` devenir une PKM d’architecture main droite / main gauche, ou` la
pie`ce a` usiner est monte´e sur un plateau tournant. Dans ce cas, il est possible d’usiner des
pie`ces cylindriques dont l’axe de re´volution est celui du plateau et qui sont fixe´es sur le plateau
tournant. L’axe de l’EDR cylindrique sera l’axe du plateau tournant. La PKM conside´re´e dans
ce cas est de type 3T-1R (3 translations, 1 rotation), et la notion d’EDR cylindrique pour
l’e´valuer selon l’indice WDR/W est tout a` fait justifie´e.
E´valuer une PKM spatiale a` translations selon l’indice WDR/W a` partir du plus grand EDR
sphe´rique est justifie´ dans le cas d’une d’architecture main droite / main gauche, ou d’une
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architecture hybride dont les me´canismes de positionnement et d’orientation sont de´couple´s.
Par exemple si l’on remplace le plateau tournant par un poignet rotatif a` deux DDL (main
droite / main gauche), ou si l’on conside`re une PKM de type Tricept ou Orthoglide 5 axes
(PKM hybrides, voir figs. 2.24 et 2.25) dont le me´canisme d’orientation est inde´pendant du
me´canisme de positionnement. Dans ces cas-la`, le choix d’un EDR sphe´rique est justifie´, mais
sa pertinence est lie´e au de´battement angulaire. S’il est faible, les possibilite´s d’usiner des formes
sphe´riques sont limite´es et on pre´fe´rera une machine de tournage. L’EDR sphe´rique est bien
adapte´ pour e´valuer la PKM Eclipse (Fig. 2.21) qui posse`de des de´battements angulaires de 360
degre´s. Une synthe`se sur les PKM a` forts de´battements angulaires est pre´sente´e dans [Krut 03].
Nous allons maintenant passer a` l’e´valuation de l’Orthoglide.
Cas 1 : Les bute´es articulaires ne sont pas de´finies
Nous allons comparer dans ce paragraphe les performances de l’Orthoglide selon l’indice
WDR/W , les bute´es articulaires e´tant libres. On calcule les plus grands EDR cubique de coˆte´
L, cylindrique de hauteur L et de rayon L/2, sphe´rique de diame`tre L (Fig. 3.3). Les bute´es
articulaires correspondantes sont calcule´es. Deux orientations diffe´rentes sont propose´es pour
les EDR cubique et cylindrique : l’orientation “verticale” et l’orientation “diagonale” (l’axe du
cylindre est selon l’axe x = y = z).
L’Orthoglide a e´te´ optimise´ dans [Chablat 03] pour contenir le plus grand EDR cubique
“vertical” tel que les FAV soient compris entre 1/2 et 2. Nous avons conserve´ ces limites, c’est-
a`-dire que nous avons cherche´ le plus grand EDR tel qu’a` l’inte´rieur les FAV soient borne´s par
1/2 et 2. La longueur des jambes vaut 1. Les re´sultats sont pre´sente´s dans le Tab. 3.4.
On remarque que le choix de la forme et de l’orientation de l’EDR influent sur l’indice
WDR/W . C’est surtout l’orientation qui est importante. C’est le plus grand EDR cylindrique
“vertical” qui donne le meilleur indice WDR/W .
Le plus grand EDR qu’il est possible d’inclure dans l’espace de travail de l’Orthoglide est
l’EDR sphe´rique, qui donne la deuxie`me meilleure performance selon l’indice WDR/W .
Les EDR “diagonaux” sont plus grands que les EDR “verticaux”, mais ils donnent les plus
mauvais indices WDR/W parce que le volume de W atteignable avec les bute´es articulaires cal-
cule´es pour parcourir l’EDR est important. Ceci traduit une mauvaise compacite´ de l’Orthoglide
pour usiner des pie`ces paralle´le´pipe´diques ou cylindriques oriente´es selon l’axe x = y = z. C’est
dommage, parce que l’orientation diagonale de l’Orthoglide, c’est-a`-dire selon l’axe x = y = z
(Fig. 3.25), est inte´ressante vis-a`-vis de plusieurs crite`res :
1. L’accessibilite´ aux pie`ces a` usiner est facilite´e.
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Tab. 3.3 – Calcul des plus grands EDR cubique, cylindrique, sphe´rique de l’Orthoglide
EDR cubique EDR cylindrique EDR sphe´rique
Vertical Diagonal Vertical Diagonal
L (m) 0.642 0.797 0.674 0.871 1.06
WDR (m3) 0.265 0.506 0.337 0.52 0.623
W (m3) 0.571 1.89 0.635 1.64 1.233
∆ρmaxi (m) 0.822 1.36 0.871 1.22 1.067
WDR/W 0.463 0.268 0.53 0.317 0.505
Tab. 3.4 – Performances de l’Orthoglide selon l’indice WDR/W pour diffe´rents EDR
2. Les risques de collision entre les jambes et les pie`ces a` usiner sont moindres.
3. La direction x = y = z est la direction selon laquelle la raideur cine´matique de l’Orthoglide
est maximale. Sur la Fig. 3.26, on a repre´sente´ l’e´volution de la raideur cine´matique kZ
selon l’axe Z pour les orientations initiale et diagonale. On a utilise´ le mode`le de rigidite´
de [Gosselin 90]. On a fixe´ arbitrairement la raideur des liaisons prismatiques actionne´es a`
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105 N.mm−1. On voit que pour Z ≥ 0, la raideur de l’orientation diagonale est supe´rieure
a` la raideur selon l’axe Z de l’orientation initiale. Pour Z ≤ 0, la raideur diagonale est
toutefois infe´rieure.
Z
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Y
(a) Orientation initiale
Z
X
Y
Direction de travail
favorisant la rigidité
(b) Orientation diagonale
Fig. 3.25 – Deux orientations diffe´rentes de l’Orthoglide
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Fig. 3.26 – E´volution de la raideur cine´matique selon l’axe Z, pour l’orientation classique et
diagonale de l’Orthoglide
Qu’une PKM ait une direction de travail qui privile´gie la rigidite´ est inte´ressant pour
des usinages particuliers de type perc¸age-lamage-taraudage, comme par exemple l’UraneSX
[Company 02] (Fig. 2.37).
L’orientation diagonale de l’Orthoglide ressemble a` la PKM 6 axes HexaM de Toyoda
[Pierrot 98] (Fig. 2.20). Le choix des concepteurs de l’HexaM est sans doute lie´ aux avantages
de la configuration diagonale que nous venons d’expliquer.
Dans sa version finale, la jambe de l’Orthoglide posse`de un pied (Fig. 3.27, voir aussi fig.
3.8) qui permet d’e´loigner le paralle´logramme du guidage prismatique. Ceci permet d’accroˆıtre
le volume de travail en e´vitant les collisions entre les barres du paralle´logramme et le guidage
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prismatique. De plus, le volume de travail gagne´ posse`de des performances cine´tostatiques
homoge`nes. Les jambes de l’HexaM ne posse`dent pas de pied, donc une partie du volume de
travail aux performances homoge`nes n’est pas disponible. En contrepartie, on voit sur la Fig.
3.26 que la raideur selon l’axe Z lorsque Z ≤ 0 est moins bonne. Donc si la rigidite´ est un
crite`re pre´ponde´rant, le pied est inutile. D’autant plus que le pied est une pie`ce tre`s critique
pour la rigidite´, comme nous le verrons dans le chapitre 4.
Pied
Fig. 3.27 – Jambe de l’Orthoglide
Cas 2 : les bute´es articulaires sont pre´de´finies
Nous allons e´valuer l’indice WDR/ W pour des EDR cubique et cylindrique lorsque les
bute´es articulaires sont pre´de´finies. Les re´sultats sont pre´sente´s sur la Fig. 3.28. On choisit
ρ = 0 lorsque l’on est a` l’isotropie.
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Fig. 3.28 – E´valuation des performances de l’Orthoglide selon l’indice WDR/W pour les plus
grands EDR cubique et cylindrique avec des bute´es articulaires fixe´es
On constate que l’indice WDR/W augmente avec la course articulaire. WDR/W augmente
ne´anmoins plus vite dans le cas d’un EDR cubique. L’indice WDR/W est meilleur pour ∆ρ
faible si l’on conside`re un EDR cylindrique, l’e´cart d’indice entre EDR cubique et cylindrique
se re´duit lorsque la course articulaire augmente, et les deux courbes se confondent lorsque ∆ρ
s’approche de 0.4.
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3.5.3 E´valuation des performances de l’Orthoglide lorsque la
longueur d’une jambe varie
Nous allons maintenant e´valuer des versions alternatives de l’Orthoglide avec le nouvel indice
WDR/W . La longueur L3 des barres du paralle´logramme de la jambe verticale va varier entre
0.5 et 2.5 fois la longueur L des deux autres jambes. L’indice WDR/W sera e´value´ pour chaque
valeur de L3, les bute´es n’e´tant pas pre´de´finies (Fig. 3.29). Deux formes d’EDR sont teste´es :
EDR cubique vertical et EDR cylindrique vertical dont le diame`tre est e´gal a` la hauteur.
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Fig. 3.29 – E´valuation de l’indice WDR/W pour les plus grands EDR cubique et cylindrique
verticaux lorsque L3/L varie
On constate que pour L3 variant de 0.5 a` 1, les courbes obtenues sont e´tonnament irre´gulie`res,
notamment lorsqu’on les compare a` celles obtenues pour L3 variant de 1 a` 2.5, qui sont plus
re´gulie`res. La source d’erreur la plus probable est la recherche manuelle du centre de l’EDR,
dont de´coulent les grandeurs (dimensions de l’EDR, bute´es articulaires) qui permettent de
calculer WDR/W .
Nous ferons donc nos observations uniquement pour L3 variant de 1 a` 2.5.
L’indice WDR/W est meilleur pour l’EDR cylindrique vertical. Lorsque L3/L augmente,
l’indice de l’EDR cubique se rapproche de l’indice de l’EDR cylindrique. Un Orthoglide tel
que la longueur d’un des paralle´logrammes vaut 2.5 fois la longueur des deux autres sera donc
presque aussi satisfaisant vis-a`-vis de l’indice WDR/W pour un EDR cubique que pour un EDR
cylindrique. Ce qui en fait une PKM globalement plus performante vis-a`-vis des deux indices.
Si la jambe telle que L3=2.5L est la jambe verticale, l’indiceWDR/W est meilleur que lorsque
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L3=L sans que l’Orthoglide augmente son empreinte au sol, ce qui est un point inte´ressant.
Comparons maintenant les re´sultats obtenus pour le calcul du volume de l’EDR cubique en
utilisant les deux me´thodes de de´termination pre´sente´es dans le paragraphe 3.3. Sur la Fig. 3.30,
on a repre´sente´ l’e´volution deWDR en fonction de L3. On constate que les re´sultats obtenus avec
les deux me´thodes sont assez proches, mais que les volumes calcule´s avec la me´thode discre`te
sont toujours plus grands que ceux calcule´s avec la me´thode ALIAS. La me´thode ALIAS est
plus fiable car elle garantit le volume de l’EDR a` 10−3 pre`s, alors que la me´thode discre`te n’est
pas garantie.
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Fig. 3.30 – Comparaison du volume de l’EDR cubique en fonction de la me´thode utilise´e lorsque
L3 varie
Remarque : Si L3=2.5L, la rigidite´ en torsion du paralle´logramme pourrait diminuer. On
verra dans le paragraphe 4.8 avec un mode`le de rigidite´ que cela ne pose pas de proble`mes. Il
faut par contre ve´rifier la re´sistance au flambement car il se peut que les efforts transmis par
les barres de´passent la valeur admissible. La charge critique N vaut : N = pi2EI/L2. E est
le module d’Young en MPa, I le moment quadratique de la section de la barre en mm2. On
voit que la charge critique est divise´e par 6.25 si la longueur d’une des barres est mutiplie´e par
2.5. Dans le cas du prototype de l’Orthoglide construit a` l’IRCCyN on a (mate´riau aluminium,
I = 1480 mm2, L = 310 mm) : N = 12kN .
En ge´ne´ral, les efforts de coupe en UGV sont de l’ordre de 100 a` 300N pour des mate´riaux
me´talliques, donc il n’y a pas de risque de flambement lorsque L3=2.5L.
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3.5.4 Comparaison de l’Orthoglide avec d’autres PKM a`
translations
Le but de cette partie est de montrer comment on peut utiliser la notion d’EDR pour
comparer et classer des PKM, par exemple en utilisant l’indice WDR/W .
3.5.4.1 Comparaison de l’Orthoglide avec l’UraneSX en utilisant l’analyse par
intervalles
L’UraneSX est une PKM a` trois translations de la meˆme famille que l’Orthoglide : elle
posse`de trois jambes munies de paralle´logrammes relie´s a` trois liaisons prismatiques actionne´es
dont les axes sont paralle`les et e´quidistants. Sur la Fig. 3.31, on pre´sente un sche´ma simplifie´ de
l’UraneSX et son architecture cine´matique avec le parame´trage. Les axes des liaisons prisma-
tiques sont les ge´ne´ratrices d’un cylindre de rayon R. On choisit L = 1, r = 3/26 et R = 7/13,
ou` r est le rayon de la plate-forme mobile et L la longueur des barres du paralle´logramme. Les
parame`tres ge´ome´triques R et r que nous allons utiliser sont tire´s de [Company 02]. L’origine
du repe`re de re´fe´rence (O, x, y, z) se trouve sur l’axe de syme´trie du cylindre de rayon R sur
lequel sont place´es les liaisons prismatiques actionne´es. Peu importe la valeur de la coordonne´e
de l’origine selon l’axe Z car l’espace de travail de l’UraneSX est illimite´ selon cette direction.
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Fig. 3.31 – La PKM UraneSX, architecture et parame´trage
La me´thode de de´termination du plus grand EDR cubique, base´e sur l’analyse par intervalles
et pre´sente´e dans [Chablat 04], est de´crite dans le paragraphe 3.3.3. Elle est applique´e a` la
recherche du plus grand EDR cubique “vertical” contenu dans l’espace de travail de l’Orthoglide
et de l’UraneSX, , les bute´es articulaires e´tant non-fixe´es. Les FAV sont compris entre 1/2 et
2. On compare ensuite l’Orthoglide et l’UraneSX selon l’indice WDR/W .
Graˆce a` la syme´trie de son architecture cine´matique, l’espace de travail Carte´sien de l’Or-
thoglide a une forme assez re´gulie`re dans laquelle il est possible d’inclure un cube dont les coˆte´s
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sont paralle`les aux plans xy, yz et xz, respectivement (Fig. 3.32).
Fig. 3.32 – Espace de travail de l’Orthoglide
L’UraneSX ne posse`de pas cette caracte´ristique. Son espace de travail est l’intersection de
trois cylindres dont les axes sont paralle`les a` l’axe Z. L’espace de travail est donc the´oriquement
illimite´ selon la direction Z et la matrice Jacobienne ne de´pend pas de la coordonne´e z. Seules
les limites articulaires de´finissent les limites de l’espace de travail selon la direction Z. Pour
de´terminer le plus grand EDR cubique inclus inclus dans l’espace de travail (Fig. 3.33), il suffit
donc de de´terminer le plus grand EDR carre´ dans le plan xy. A` la course articulaire ne´cessaire
pour parcourir ce carre´, on ajoute la longueur du coˆte´ du cube dextre afin que les bute´es
articulaires permettent a` l’outil de parcourir tout l’EDR cubique.
Fig. 3.33 – Espace de travail de l’UraneSX
Contraintes ge´ome´triques
Pour diminuer le temps de calcul et e´viter les configurations singulie`res qui posent des
proble`mes nume´riques a` l’algorithme utilise´, il faut ajouter des contraintes ge´ome´triques.
Le polynoˆme P (voir paragraphe 3.3.3.2) est ainsi de´fini pour les points situe´s a` l’intersection
de trois cylindres de´finis par
x2 + y2 ≤ L x2 + z2 ≤ L y2 + z2 ≤ L
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pour l’Orthoglide, et par
(x−R + r)2 + y2 ≤ L(
x− (R− r)1
2
)2
+
(
y − (R− r)
√
3
2
)2
≤ L
(
x− (R− r)1
2
)2
+
(
y + (R− r)
√
3
2
)2
≤ L
pour l’UraneSX.
Re´sultats
Pour l’Orthoglide, on trouve les meˆmes re´sultats que dans le paragraphe 3.5.2 lorsque les
bute´es ne sont pas pre´de´finies. La position et la taille du plus grand EDR cubique de´finissent
les courses Carte´siennes de la plate-forme mobile :
x = [−0.322 + 0.085, 0.322 + 0.085]
y = [−0.322 + 0.085, 0.322 + 0.085]
z = [−0.322 + 0.085, 0.322 + 0.085]
Pour l’UraneSX, on calcule les courses Carte´siennes de la plate-forme mobile pour le plus grand
EDR carre´ situe´ dans le plan xy :
x = [−0.255− 0.018, 0.255− 0.018]
y = [−0.255, 0.255]
On retrouvera ces re´sultats dans le paragraphe suivant en utilisant la me´thode base´e sur la
discre´tisation de l’espace de travail.
D’autre part, on a fait varier le rayon du cylindre sur lequel se trouvent les guidages pris-
matiques de l’UraneSX. Si l’on note R′ le rayon variable, on peut e´crire R′ = R + λ avec
λ ∈ [0.0, 0.2]. Pour R′ < 7/13, les contraintes impose´es sur les FAV ne sont pas satisfaites,
c’est-a`-dire qu’il n’est pas possible de de´terminer un EDR dans lequel les FAV sont compris
entre 1/2 et 2. On choisit donc λ > 0. La valeur optimale de R′ est atteinte pour λ = 0 (voir
Tab. 3.5), c’est-a`-dire pour la valeur R de´finie dans [Company 02]. LWDR est la longueur du
coˆte´ de l’EDR carre´.
Les re´sultats de la comparaison des deux PKM sont donne´s dans le Tab. 3.6. L’indice
WDR/W est meilleur pour l’Orthoglide que pour l’UraneSX. Le volume de travail est a` peu
pre`s le meˆme pour les deux PKM. Il faut noter que l’indice de performance choisi (indice
WDR/W , FAV compris entre 1/2 et 2) e´value comme “bonne” une PKM aux performances
cine´tostatiques homoge`nes. En effet, les bornes [1/2 ;2] qui limitent les FAV s’appliquent de
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fac¸on isotrope, c’est-a`-dire quelle que soit la direction de de´placement de l’outil. Or l’UraneSX
est une machine destine´e a` des ope´rations de perc¸age-lamage-taraudage, pour lesquelles une
bonne rigidite´ est requise selon la direction de perc¸age, mais pas selon les autres directions. Son
indice “infe´rieur” a` celui de l’Orthoglide doit donc eˆtre relativise´. On verra dans le paragraphe
3.6 comment adapter le calcul de l’indice WDR/W lorsque les bornes des FAV de´pendent de la
direction de de´placement de l’outil.
Choix d’une autre forme pour l’EDR
Comme nous l’avons de´ja` e´crit, il peut eˆtre inte´ressant d’e´valuer l’indice WDR/W pour
d’autres formes de l’EDR. L’algorithme pre´sente´ dans [Chablat 04] peut eˆtre modifie´ pour re-
chercher par exemple le plus grand EDR sphe´rique Il suffit d’utiliser des coordonne´es sphe´riques
et de remplacer x, y et z par xc + r sinψ sin θ, yc + cosψ sin θ, zc + r cos θ, avec r ∈ [0, R], ψ, θ ∈
[0, 2pi], xc, yc, zc e´tant les coordonne´s du centre de la sphe`re et R son rayon. L’analyse par in-
tervalles permet de traiter des expressions en cos et en sin et donc les modules M,G peuvent
eˆtre utilise´s avec ces nouveaux parame`tres.
Les sphe`res et les cubes sont de´finis par leur centre et un parame`tre additionnel. Mais
d’autres formes de l’EDR comme le cylindre sont de´finis par un centre, un rayon et une hauteur.
Si l’on choisit d’e´valuer l’indice WDR/W pour un EDR cylindrique, la proce´dure C(xM , yM , zM )
doit eˆtre modifie´e pour optimiser les dimensions de l’EDR cylindrique en fonction de deux
parame`tres. Il faut alors faire attention : le re´sultat de la proce´dure d’optimisation pourrait
eˆtre un cylindre avec un petit rayon et une grande hauteur, ce qui a peu d’inte´reˆt pour une
PKM. Un cylindre dont la hauteur h et le diame`treD sont identiques est plus inte´ressant et c’est
pourquoi nous avons fait ce choix dans les paragraphes 3.5.2 et 3.5.3. Dans ce cas, la proce´dure
C doit re´soudre un proble`me d’optimisation dont l’objectif est de maximiser le volume d’un
cylindre dans lequel les FAV sont borne´s et tel que le ratio D/h ve´rifie a ≤ D/h ≤ b. ALIAS
est capable de ge´rer une telle proce´dure d’optimisation.
λ Position du centre LWDR
0.00 (-0.0178,-0.0045) 0.510
0.05 (-0.0179,-0.0022) 0.470
0.10 (-0.0225,-0.0031) 0.420
0.15 (-0.0245,-0.0018) 0.370
0.20 (-0.0211,-0.0033) 0.320
Tab. 3.5 – Variation en fonction de λ de la longueur du coˆte´ de l’EDR carre´ de l’UraneSX
99
W WDR WDR/W
Orthoglide 0.566 0.265 46.8%
UraneSX 0.544 0.132 24.3%
Tab. 3.6 – Re´sultats de la comparaison entre l’Orthoglide et l’UraneSX
3.5.4.2 Comparaison de l’Orthoglide avec d’autres PKM a` translations
Nous allons comple´ter ces premiers re´sultats en e´valuant d’autres PKM spatiales a` transla-
tions selon l’indice WDR/W . Nous comparerons ces PKM entre elles. Les PKM a` translations
de type LTPM (voir paragraphe 2.2.3.2), isotropes dans tout leur espace de travail, ne sont
pas prises en compte. D’une part, l’indice WDR/W sera toujours e´gal a` 1, donc ces PKM ne
ne´cessitent pas d’analyse plus approfondie. D’autre part, ces PKM ne sont pas de bonnes can-
didates pour l’usinage comme nous l’avons explique´ dans le paragraphe 2.2.3.2. Or la notion
d’EDR est surtout inte´ressante pour les PKM destine´es a` l’usinage.
Nous allons d’abord pre´senter les diffe´rentes PKM qui seront e´value´es et compare´es. Les
trois premie`res sont, comme l’Orthoglide et l’UraneSX, des PKM de type Delta line´aire :
1. Le PKM de type Y-STAR, qui posse`de trois jambes munies de paralle´logrammes relie´s a`
trois liaisons prismatiques actionne´es coplanaires qui s’intersectent en formant entre elles
un angle valant 2pi/3 [Herve´ 92] (Fig. 3.34) ;
X
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Fig. 3.34 – Le Y-Star
2. La PKM dite Hybrid-glide, qui posse`de trois jambes munies de paralle´logrammes relie´s
a` trois liaisons prismatiques actionne´es dont deux des axes sont paralle`les, le troisie`me
e´tant orthogonal aux deux autres et situe´ dans leur plan me´dian (Fig. 3.35). La distance
d vaut 1/1.7 fois la longueur des barres du paralle´logramme. Nous avons choisi d = 1/1.7
parce que cette valeur donne un bon indice WDR/W , mais nous n’avons pas optimise´
d mathe´matiquement en essayant de maximiser WDR/W . L’Hybrid-glide est mentionne´e
dans [Company 00].
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Fig. 3.35 – L’Hybrid-glide
3. La PKM Triaglide (voir paragraphe 2.2.3.5) qui posse`de trois jambes munies de pa-
ralle´logrammes relie´s a` trois liaisons prismatiques actionne´es, dont les axes sont paralle`les
et coplanaires (Fig. 3.36). La distance d a e´te´ choisie e´gale a` 1/3 de la longueur des
barres du paralle´logramme, ce qui est approximativement la valeur choisie pour la PKM
de la Fig. 2.36. Pour cette PKM comme pour l’UraneSX, l’espace de travail posse`de une
direction selon laquelle les de´placements sont the´oriquement illimite´s. Il s’agit ici de la
direction X. La matrice Jacobienne de la PKM Triaglide ne de´pend pas de x.
o
Z
X Y 2d
Fig. 3.36 – Le Triaglide
4. La PKM de type 3-UPU, assemble´ pour avoir un mouvement de translation (Fig. 3.37,
voir aussi le paragraphe 2.2.3.4). Un parame`tre ge´ome´trique important est le rapport
homothe´tique entre la plate-forme de base et la plate-forme mobile. Nous avons choisi
celui obtenu dans [Tsai 00] en optimisant l’indice de conditionnement global : e = 0.37.
Nous allons comparer ces PKM selon l’indiceWDR/W pour les plus grands EDR cylindrique
et cubique, ce qui permettra de mesurer l’aptitude de ces PKM a` l’usinage selon les crite`res
qui nous semblent importants (performances cine´tostatiques, forme de l’espace de travail). Les
re´sultats sont pre´sente´s dans les Tab. 3.7 et 3.8. Le Tab. 3.7 repre´sente graphiquement les PKM
et l’EDR de´termine´ pour chacune d’elles, et le Tab. 3.8 pre´sente les re´sultats obtenus sous forme
nume´rique.
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Fig. 3.37 – Le 3-UPU
Pour chaque PKM, l’aspect A dans lequel est calcule´ le plus grand EDR est celui dans
lequel la PKM “travaille” habituellement [Tsai 00], [Company 00], [Tremblay 99], [Chablat 03].
L’aspect choisi posse`de donc a` priori de bonnes performances cine´tostatiques et un volume de
travail assez important.
Les performances cine´tostatiques de l’UraneSX (resp. Triaglide) ne de´pendent pas de z (resp.
x) car l’espace de travail est illimite´ selon l’axe Z (resp. X). Il suffit donc de calculer le plus
grand EDR carre´ ou circulaire oriente´ perpendiculairement a` l’axe Z (resp. Y ) pour de´terminer
le plus grand EDR cubique ou cylindrique.
Nous n’avons pas recherche´ la meilleure orientation de l’EDR pour chaque PKM, c’est-a`-dire
celle qui donne le meilleur indiceWDR/W . Nous avons choisi l’orientation de l’EDR en e´valuant
intuitivement que l’encombrement de la PKM serait faible et le volume de l’EDR important
par rapport a` d’autres orientations possibles de l’EDR.
Que la me´thode utilise´e soit celle discre´tisant le volume de travail ou celle utilisant l’analyse
par intervalles, rechercher la meilleure orientation prendrait beaucoup de temps. Mais c’est ce
qu’il faudrait faire pour que l’e´valuation soit la plus juste possible. Il faudrait ensuite observer
les conse´quences du choix de l’orientation de l’EDR sur l’encombrement de la machine en
calculant l’indice WDR/V . C’est ce que nous ferons dans le paragraphe 3.7. L’encombrement
est en effet un crite`re important pour une PKM. Pour modifier l’orientation de l’EDR dans
l’espace de travail, il suffit de multiplier la matrice Jacobienne par une matrice de changement
de repe`re.
Pour eˆtre parfaitement rigoureux dans le choix de la meilleure PKM selon un indice base´
sur l’e´valuation du volume de l’EDR WDR, il faudrait tester toutes les orientations possibles de
l’EDR pour tous les aspect A possibles.
Pour information, voici le re´sultat du calcul du volume de l’EDR cubique avec la me´thode
ALIAS pour quelques-unes des PKM e´value´es dans ce paragraphe :
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UraneSX : EDR cubique UraneSX : EDR cylindrique
Y-STAR : EDR cubique Y-STAR : EDR cylindrique
Hybrid-glide : EDR cubique Hybrid-glide : EDR cylindrique
Triaglide : EDR cubique Triaglide : EDR cylindrique
3-UPU : EDR cubique 3-UPU : EDR cylindrique
Tab. 3.7 – De´termination des plus grands EDR cubique et cylindrique des PKM UraneSX,
3-UPU, Y-STAR, Hybridglide, Triaglide
1. Le 3-UPU : WDR = 0.063 m3 ;
2. Le Y-STAR : WDR = 0.077 m3.
Ces re´sultats sont assez proches de ceux obtenus avec la me´thode discre`te, ils sont ne´anmoins
le´ge`rement infe´rieurs. Comme a` priori la me´thode ALIAS est plus pre´cise, on peut conclure que
la me´thode manuelle sure´value le volume de l’EDR. Naturellement, cette erreur est lie´e a` la
pre´cision utilise´e pour la discre´tisation de l’espace Carte´sien.
Pour les 6 PKM conside´re´es, c’est le plus grand EDR cylindrique qui donne le meilleur
103
EDR cubique
Ortho Urane Y-STAR Hybrid Triaglide 3UPU
L (m) 0.642 0.514 0.438 0.464 0.244 0.417
WDR (m3) 0.265 0.136 0.084 0.1 0.0145 0.0723
W (m3) 0.571 0.601 0.369 0.224 0.0922 0.405
∆ρmaxi (m) 0.822 0.869 0.867 0.887 0.52 0.673
WDR/W 0.463 0.226 0.227 0.445 0.157 0.178
EDR cylindrique
Ortho Urane Y-STAR Hybrid Triaglide 3UPU
L (m) 0.754 0.711 0.457 0.473 0.32 0.503
WDR (m3) 0.337 0.282 0.0751 0.0829 0.0261 0.0998
W (m3) 0.635 0.816 0.28 0.129 0.14 0.494
∆ρmaxi (m) 0.871 1.081 0.741 0.653 0.574 0.708
WDR/W 0.53 0.346 0.269 0.643 0.187 0.202
Tab. 3.8 – E´valuation de PKM a` translations selon l’indice WDR/W pour les plus grands EDR
cubique et cylindrique
indice WDR/W (Fig. 3.38). L’Orthoglide et l’UraneSX posse`dent les plus grands EDR.
Fig. 3.38 – Comparaison des PKM selon l’indice WDR/W
L’indice (WDR/W)cubique de l’Orthoglide est un peu meilleur que celui de l’Hybrid-glide.
Viennent ensuite trois PKM dont l’indice (WDR/W)cubique est infe´rieur : l’UraneSX, le 3-UPU,
le Y-Star. Ces PKM sont a` peu pre`s e´quivalentes. L’indice (WDR/W)cubique du Triaglide est le
moins bon.
L’indice (WDR/W)cylindrique de l’Hybrid-glide est le meilleur, l’Orthoglide vient ensuite, puis
l’UraneSX, l’Y-Star, et enfin le 3-UPU et le Triaglide qui sont a` peu pre`s e´quivalents.
Selon les caracte´ristiques choisies pour l’EDR, l’indice WDR/W varie, et le classement des
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PKM change e´galement. Le but de cette comparaison n’est pas d’aboutir a` un classement
de´finitif, mais de montrer que l’aptitude d’une PKM varie selon la taˆche d’usinage a` laquelle
on la destine.
En effet, la notion d’EDR prend en compte les caracte´ristiques de la taˆche : performances
cine´tostatiques requises, forme des pie`ces.
Dans le paragraphe 3.5.3, on a utilise´ l’indice WDR/W pour e´valuer l’Orthoglide lorsqu’une
de ses jambes est plus longue que les deux autres. On pourrait e´galement utiliser l’indice
WDR/W pour e´valuer des versions alternatives des PKM Hybrid-glide, Triaglide, et chercher
cette fois pour quelle valeur de d (l’e´cartement entre les liaisons actionne´es) on obtient le
meilleur indice. Dans le cas du 3-UPU, on pourrait rechercher pour quelle valeur du rapport
homothe´tique e entre la plate-forme de base et la plate-forme mobile on obtient le meilleur
indice WDR/W , et comparer le re´sultat obtenu a` la valeur que nous utilisons et qui a e´te´
de´termine´e dans [Tsai 00] en optimisant l’indice de conditionnement global.
3.5.5 E´valuation d’une PKM a` translations a` liaisons actionne´es
rotatives : le robot Delta
Nous allons appliquer la notion d’EDR a` une PKM spatiale a` translations dont les trois
jambes sont munies de paralle´logrammes relie´s a` trois liaisons actionne´es rotatives : il s’agit du
robot Delta [Clavel 88] (Fig. 3.39).
Fig. 3.39 – Le robot Delta
La matrice Jacobienne de ce robot relie les vitesses carte´siennes en m.s−1 aux vitesses
articulaires en rad.s−1. Les FAV relient donc des rad.s−1 a` des m.s−1 et n’ont pas de signification
physique claire comme c’est le cas pour les PKM pre´ce´dentes.
On peut re´soudre ce proble`me en conside´rant que les FAV sont les rapports entre les vitesses
Carte´siennes et les vitesses instantane´es de trois points situe´s sur les pieds des jambes. On choisit
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par exemple les points Pi ou` sont fixe´s les paralle´logrammes (Fig. 3.40).
θ
iP
L
de la liaison actionnée
Axe de rotation 
Fig. 3.40 – Point Pi dont on conside`re la vitesse instantane´e
Ainsi, dans l’e´quation de vitesse Jθ˙ = t on remplace θ˙i par ρ˙i/L, ou` ρ˙i est le module de la vi-
tesse instantane´e de Pi. Cela revient a` remplacer J par J/L. On choisit L = 260/480, la longueur
des barres du paralle´logramme valant 1. Ces parame`tres ge´ome´triques sont tire´s de [Pierrot 91].
Ils sont proches de ceux utilise´s pour les applications classiques du robot Delta (pick-and-place).
Le Delta est un des robots paralle`les les plus re´pandus dans l’industrie [Bonev Web 1], avec par
exemple le mode`le Flexpicker d’ABB Robotics.
Nous avons essaye´ de de´terminer pour ce robot le plus grand EDR cubique ou cylindrique
tel que les FAV soient compris entre 1/2 et 2. La proce´dure est la meˆme que pour les PKM
pre´ce´dentes. Mais les parame`tres ge´ome´triques tire´s de [Pierrot 91] ne le permettent pas. Les
FAV se trouvent a` l’exte´rieur de l’intervalle [1/2; 2]. Si l’on augmentait la valeur de L, il serait
possible de diminuer la valeur des FAV tels que nous les avons de´finis, et donc de de´terminer
un EDR cubique dans lequel les FAV seraient compris dans l’intervalle [1/2; 2].
Ce robot Delta posse`de une configuration isotrope en laquelle les FAV valent environ 3.5.
En bornant les FAV entre 2.5 et 4.7, on peut de´terminer un EDR cubique de coˆte´ 0.26 centre´
sur cette configuration isotrope (Fig. 3.41).
O
X
Y
Z
Fig. 3.41 – EDR cubique du robot Delta
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3.6 Notion d’EDR prenant en compte la direction de
de´placement
3.6.1 Pourquoi prendre en compte la direction de de´placement
Dans le paragraphe 3.5.4.1, on a compare´ l’Orthoglide a` l’UraneSX selon l’indice WDR/W
pour des EDR de formes cubique et cylindrique et des FAV compris entre 1/2 et 2. L’indice est
meilleur pour l’Orthoglide, cependant il est difficile de formuler un jugement de valeur sur une
machine par rapport a` l’autre parce qu’elles ne sont pas destine´es aux meˆmes taˆches d’usinage.
Le proble`me est que l’on compare deux PKM selon un indice WDR/W qui limite les FAV
de fac¸on isotrope, c’est-a`-dire que les limites sont inde´pendantes de la direction de de´placement
de l’outil. Or on n’a pas besoin qu’une PKM comme l’UraneSX de´die´e au perc¸age-lamage-
taraudage (PLT) posse`de des performances cine´tostatiques limite´es de fac¸on isotrope.
Pour que l’UraneSX soit une bonne candidate pour des taˆches de type PLT, elle devrait
posse´der des Facteurs d’Amplification des Efforts (FAE, voir paragraphe 2.1.4) e´leve´s (resp.
FAV faibles) selon la direction de perc¸age pour e´viter d’avoir a` surdimensionner les moteurs.
Les deux autres directions de de´placement servent a` positionner l’outil en face du trou a` percer.
La vitesse de de´placement selon ces directions devrait eˆtre e´leve´e pour minimiser le temps de
cycle. Il faudrait donc que l’UraneSX posse`de des FAV e´leve´s selon ces directions pour la` encore
e´viter d’avoir a` surdimensionner les moteurs. Or la limitation isotrope des FAV dans l’EDR ne
rend pas compte de la directionnalite´ des performances cine´tostatiques. C’est-a`-dire que les
performances cine´tostatiques e´value´es en utilisant la notion d’EDR que nous avons employe´e
jusqu’ici sont inde´pendantes de la direction de de´placement de l’outil dans l’espace Carte´sien.
Pour e´valuer une PKM comme l’UraneSX destine´e a` des taˆches de type PLT, il faut rede´finir
l’EDR en bornant les FAV en fonction de la direction de de´placement de l’outil. Ce nouvel EDR
permettra de de´finir des indices de performance encore mieux adapte´s aux diffe´rentes taˆches
d’usinage.
3.6.2 De´finition et de´termination de l’EDR directionnel
Soit ∆1 la direction de de´placement selon laquelle une raideur minimum est requise (la
direction de perc¸age par exemple), e1 un vecteur unitaire dirige´ selon ∆1. Soient les vecteurs e2
et e3 tels que (e1, e2, e3) forme une base orthonorme´e. e2 et e3 sont associe´s aux directions ∆2
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et ∆3. Voici une de´finition de l’Espace Dextre Directionnel Re´gulier, que nous noterons EDDR :
WDDR = {p ∈ W | ψ1(p) ≤ ψmin, ψmax ≤ ψi(p), i = 2, 3 | WDDR de forme F}
ψi est le FAV selon la direction de de´placement ∆i.
On peut aussi de´finir l’Espace Dextre Directionnel par Aspect, que nous noterons EDDA.
WDDA = {p ∈ W | ψ1(p) ≤ ψmin, ψmax ≤ ψi(p), i = 2, 3}
La proce´dure de de´termination du plus grand EDDR est identique a` la proce´dure de de´termination
de l’EDR, sauf qu’en chaque point p de la surface de VF , il faut e´valuer les FAV directionnel-
lement c’est-a`-dire ve´rifier la condition :
ψ1(p) ≤ ψmin, ψmax ≤ ψi(p), i = 2, 3
Les bornes ψmin et ψmax sont a` de´finir en fonction de la taˆche. On pourrait choisir par
exemple ψmin = 1/2 et ψmax = 2 dans le cas de l’UraneSX.
Pour ve´rifier si un point p est valide, il faut de´terminer l’e´quation de l’ellipso¨ıde de manipu-
labilite´ en ce point a` partir des racines carre´es des valeurs propres de (JJT )−1 et des vecteurs
propres associe´s. On note cet ellipso¨ıde L. On de´termine ensuite une des intersections, note´e I,
de L avec la droite (p,∆1) passant par le point p et dirige´e selon ∆1.
On calcule ensuite la longueur lIp du segment Ip qui relie le point p au point I. lIp est
l’inverse de ψ1(p) :
ψ1(p) =
1
lIp
On doit avoir ψ1(p) ≤ ψmin pour que le point p soit valide. Sur la Fig. 3.42, on a repre´sente´ le
segment Ip dans le cas d’une PKM plane que nous avons de´ja` analyse´e : le Biglide. La direction
∆1 est la direction verticale.
Si l’on ve´rifie ψ1(p) ≤ ψmin, on doit ensuite ve´rifier que l’on a ψmax ≤ ψi(p), i = 2, 3 pour
que le point p soit valide. Pour ve´rifier cette condition, on intersecte L avec le plan Π passant
par p et orthogonal a` la direction ∆1. Le plan Π contient les directions ∆2 et ∆3 :
Π ≡ (p, (p,∆2), (p,∆3))
L’intersection de L avec Π est une ellipse dont l’inverse de la demi-longueur du grand axe
1/lGrand axe et l’inverse de la demi-longueur du petit axe 1/lPetit axe doivent eˆtre supe´rieures a`
ψmax pour que p soit valide et appartienne a` l’EDDR.
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Fig. 3.42 – De´termination de ψ1(p)
Seule l’inverse de la longueur du grand axe est a` ve´rifier car on a 1/lGrand axe ≤ 1/lPetit axe,
donc si 1/lGrand axe ≥ ψmax, alors 1/lPetit axe ≥ ψmax.
Si 1/lGrand axe ≥ ψmax, alors pour un de´placement de l’outil dans le plan Π selon une direction
quelconque, les FAV seront supe´rieurs a` ψmax. C’est la deuxie`me condition que le point p doit
respecter pour appartenir a` l’EDDR.
3.6.3 De´termination de la validite´ d’un point de l’EDR directionnel
Nous allons maintenant de´tailler la proce´dure a` suivre pour de´terminer la validite´ d’un
point p de coordonne´es (xp, yp, zp) dans le cas d’une PKM a` translations spatiale. Nous allons
pre´senter cette proce´dure sous forme d’algorithme. Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer
que la direction ∆1 (resp. ∆2, resp. resp. ∆3) est paralle`le au vecteur x (resp. y, resp. resp. z).
En chaque point p, on travaillera dans le repe`re local R = (p,x,y, z).
Algorithme
1. En p, on calcule les valeurs propres σi de (JJ
T )−1 et les vecteurs propres associe´s ei =
(xi, yi, zi) pour i = 1, 2, 3. Les racines carre´es des σi sont les demi-longueurs des axes
principaux de L.
2. L’e´quation de l’ellipso¨ıde L dans le repe`re forme´ des vecteurs propres de J, repe`re note´
R′ = (p, e1, e2, e3), est donc :
x′2
σ1
+
y′2
σ2
+
z′2
σ3
= 1 (3.6)
3. Pour calculer la longueur du segment Ip, il faut e´crire l’Eq. (3.6) dans le repe`re R. Pour
cela, on proce`de a` un changement de variable de R′ a` R. Soit un point M de L de
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coordonne´es (x′, y′,z′) dans le repe`re R′, M a pour coordonne´es (x, y, z) dans le repe`re R
et on a la relation suivante entre (x′, y′, z′) et (x, y, z) :


x′
y′
z′

 =


eT1
eT2
eT3




x
x
x


Dans l’Eq. (3.6), on peut donc remplacer x′, y′ et z′ par leur expression en fonction de x,
y et z. L’Eq. (3.6) devient une quadrique de la forme :
ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz − 1 = 0 (a, b, c, d, e, f) ∈ R (3.7)
Les coefficients re´els (a, b, c, d, e, f) sont fonction des valeurs propres σi de (JJ
T )−1 et des
coordonne´es des ei.
4. On peut maintenant calculer la longueur du segment Ip. I est un des deux points d’in-
tersection de L avec la droite (p,∆1) : I = L ∩ (p,∆1). Les coordonne´es (xI , yI , zI) de I
ve´rifient :{
I ∈ (p,∆1) ⇒ yI = zI = 0
I ∈ L ⇒ ax2I + by2I + cz2I + dxIyI + exIzI + fyIzI − 1 = 0
La combinaison de ces deux conditions donne :
ax2I − 1 = 0
On choisit Ip = xI et xI ≥ 0. On obtient :
xI =
1√
a
=
1√
x2
1
σ1
+
x2
2
σ2
+
x2
3
σ3
Ou` les xi, i = 1, 2, 3 sont les coordonne´es selon la direction ∆1 des vecteurs propres ei de
(JJT )−1.
On obtient donc :
ψ1(p) =
1
xI
=
√
x21
σ1
+
x22
σ2
+
x23
σ3
On ve´rifie que ψ1(p) ≥ ψmin, et si ce n’est pas le cas alors le point p n’est pas valide et
ne fait pas partie de l’EDDR.
5. Si ψ1(p) ≤ ψmin, alors pour que p soit valide il faut ve´rifier que l’on a ψmax ≤ ψi(p) pour
i = 2, 3. C’est-a`-dire qu’il faut ve´rifier que l’inverse de la demi-longueur du grand axe de
la projection de L dans Π est supe´rieure a` ψmax. L’intersection de L avec le plan Π est une
ellipse note´e LΠ. Les points de Π sont tels que x = 0 dans le repe`re local R = (p,x,y, z).
Donc pour obtenir l’e´quation de LΠ, il suffit de remplacer x par 0 dans l’Eq. (3.7), ce qui
donne :
by2 + cz2 + fyz − 1 = 0 (3.8)
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avec
b =
y21
σ1
+
y22
σ2
+
y23
σ3
c =
z21
σ1
+
z22
σ2
+
z23
σ3
f =
2y1z1
σ1
+
2y2z2
σ2
+
2y3z3
σ3
L’Eq. (3.8) est une forme quadratique dont la forme biline´aire associe´e est la matrice M
telle que
M =
(
b f
f b
)
Les valeurs propres de M sont les demi-longueurs des axes principaux de LΠ. Si l’inverse
de la plus grande de ces valeurs propres est supe´rieure a` ψmax, alors on est certain d’avoir
ψmax ≤ ψi(p) pour i = 2, 3, et donc le point p est conside´re´ comme valide.
Cet algorithme peut s’inte´grer facilement dans la me´thode de de´termination de l’EDR base´e
sur la discre´tisation de W : en chaque point de la surface de VF , au lieu de calculer les FAV,
on applique la proce´dure de´crite ci-dessus.
3.7 Nouveaux indices de performances base´s sur la
notion d’EDR
Dans le paragraphe 2.4, nous avons pre´sente´ un e´tat de l’art des indices de performances
utilise´s en conception de PKM. Puis dans ce chapitre, nous avons de´fini une nouvelle notion :
l’Espace Dextre Re´gulier. Cette notion nous a permis d’utiliser un nouvel indice de performance,
le ratio WDR/W , pour e´valuer diffe´rentes conceptions ge´ome´triques d’une meˆme PKM, ou pour
comparer entre elles des PKM destine´es a` des taˆches d’usinage de meˆme nature.
Dans ce paragraphe, nous proposons dans le Tab. 3.9 d’autres indices de performance base´s
sur les notions d’EDR et d’EDA. Cela permet d’enrichir la palette d’indices utilisables par un
concepteur pour, en fonction de la taˆche d’usinage, e´valuer une PKM et optimiser sa ge´ome´trie,
ou encore choisir l’architecture d’une PKM. Pour chaque nouvel indice, on indique dans le
Tab. 3.9 quelles sont les caracte´ristiques qui sont prises en compte : forme de l’espace de
travail, encombrement de la machine, variation des FAV (ou d’un autre indice cine´tostatique).
Naturellement, WDR (resp. WDA) peut eˆtre remplace´ par WDDR (resp. WDDA) si l’on souhaite
e´valuer les FAV directionnellement.
Ces nouveaux indices permettent d’e´valuer les caracte´ristiques d’une PKM en inte´grant
des contraintes diffe´rentes selon le besoin du concepteur, lie´ a` la taˆche a` laquelle il destine
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Indice Prend en compte Ne prend pas en compte
Volume de WDR Variation des FAV Re´gularite´ ge´ome´trique deW , en-
combrement
WDR/W Re´gularite´ ge´ome´trique deW , va-
riation des FAV
encombrement
Volume de WDA Variation des FAV Re´gularite´ ge´ome´trique deW , en-
combrement
WDA/W Variation des FAV Re´gularite´ ge´ome´trique deW , en-
combrement
WDR/WDA Variation des FAV Re´gularite´ ge´ome´trique deW , en-
combrement
WDR/V Variation des FAV, encombre-
ment
Re´gularite´ ge´ome´trique de W
WDA/V Variation des FAV, encombre-
ment
Re´gularite´ ge´ome´trique de W
Tab. 3.9 – Nouveaux indices base´s sur la notion d’EDR
la machine : la notion d’EDR est plus contraignante que la notion d’EDA par exemple, en
contrepartie l’EDR est une zone de travail de qualite´ supe´rieure car sa forme est re´gulie`re. Pour
choisir l’indice a` utiliser, le concepteur doit de´terminer les caracte´ristiques qu’il souhaite que la
PKM posse`de prioritairement : souhaite-t’il seulement que les performances cine´tostatiques de
la PKM soient limite´es, souhaite-t’il e´galement que le forme de l’espace de travail soit re´gulie`re
e´tant donne´e la forme des pie`ces a` usiner ?
Dans le paragraphe 3.5.4, nous avons utilise´ l’indice WDR/W pour comparer entre elles
les PKM Orthoglide, UraneSX, 3-UPU, Y-STAR, Hybrid-glide et Triaglide. Une autre ca-
racte´ristique des PKM tre`s importante pour le concepteur est leur encombrement, que l’on
caracte´rise avec le volume V , volume enveloppe qui englobe l’espace de travail et les courses ar-
ticulaires. Lorsque l’EDR est de´termine´, les courses articulaires le sont aussi et par conse´quent
le volume de travail. Pour prendre en compte l’encombrement et illustrer l’inte´reˆt de disposer
d’indices de performance varie´s base´s sur la notion d’EDR, nous allons classer les PKM ana-
lyse´es dans le paragraphe 3.5.4 en utilisant l’indice WDR/V , et comparer le classement obtenu
en utilisant l’indice WDR/W .
Remarque : L’indice WDR/V est inte´ressant pour comparer une PKM a` une machine-
outil se´rielle car un inconve´nient des PKM est leur faible ratio W/V par rapport aux machines
se´rielles (voir paragraphe 2.2.4.4). L’indice WDR/V permet d’e´valuer ce ratio tout en prenant
en compte l’homoge´ne´¨ıte´ des performances cine´tostatiques.
Pour de´finir la forme du volume enveloppe de chaque PKM, nous avons fait un choix qui
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nous semble re´aliste par rapport a` l’encombrement qu’aurait la machine une fois implante´e dans
une usine, munie de ses moteurs et de ses carters de protection. Nous avons choisi un cylindre
enveloppe pour les UraneSX, 3-UPU, Y-STAR, et un paralle´le´pipe`de rectangle enveloppe pour
les Orthoglide, Hybrid-glide et Triaglide (Tab. 3.10).
UraneSX Y-Star
Hybrid-glide Triaglide
Orthoglide 3-UPU
Tab. 3.10 – Volumes enveloppes des PKM UraneSX, 3-UPU, Y-STAR, Hybridglide, Triaglide,
Orthoglide
Ces volumes ne sont pas force´ment optimaux, c’est-a`-dire qu’on pourrait trouver des formes
enveloppes re´gulie`res (prisme, te´trae`dre) ayant un volume plus faible, notamment pour l’Or-
thoglide et l’Hybrid-glide. Ne´anmoins nous pensons que le choix de la forme enveloppe doit
eˆtre re´aliste vis-a`-vis du volume qui sera re´ellement occupe´ par la machine. Ce choix est par
exemple justifie´ dans le cas du prototype de l’Orthoglide dont le volume effectivement occupe´
est proche de celui d’un paralle´le´pipe`de (Fig. 3.43).
Une utilisation possible des nouveaux indices du Tab. 3.9 est la suivante : a` partir de deux
indices I1 et I2 que l’on affecte de coefficients de ponde´ration p1 et p2 (coefficients positifs) tels
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Fig. 3.43 – Photo du prototype de l’Orthoglide
que p1 + p2 = 1, on peut de´finir un indice mixte Imix tel que :
Imix = p1I1 + p2I2
Ceci permet, en e´valuant un seul indice, de prendre en compte plusieurs caracte´ristiques (volume
de l’EDR par rapport au volume de travail, encombrement) pour la comparaison de PKM, tout
en hie´rarchisant ces caracte´ristiques graˆce aux coefficients de ponde´ration p1 et p2. Le choix
de p1 et p2 de´pend des besoins du concepteur. Il est e´galement possible de de´finir un indice
mixte compose´ de 3 ou 4 indices diffe´rents. L’utilisation mixte de plusieurs indices pour en
former un seul afin d’optimiser une PKM est utilise´e dans [Tremblay 99] et dans [Stock 03]
(voir paragraphe 2.3.3). Ici, nous utilisons cette ide´e pour e´valuer et comparer entre elles des
PKM.
Il faut ne´anmoins faire attention : la plupart du temps on souhaite avant tout que les
indices de performance dans l’espace de travail aient une valeur minimale. Si on fixe une borne
minimale pour I1 et I2, et si l’on me`ne ensuite une proce´dure d’optimisation en fonction de
Imix, on aboutit a` un proble`me d’optimisation sous contrainte qui est assez complique´ a` traiter
avec les me´thodes nume´riques classiques.
Nous allons de´finir un indice mixte compose´ de deux indices, avec lequel nous allons com-
parer les 6 PKM. L’indice Imix est la moyenne des indices I1 = WDR/W et I2 = WDR/V . On a
donc p1 = p2(on choisit pi = 0.5 dans notre cas). Il est possible que I1 et I2 n’aient pas le meˆme
ordre de grandeur, donc pour comparer des PKM, cela n’aurait pas de sens d’additionner p1I1
et p2I2. Nous choisissons donc d’exprimer I1 et I2 en %. Le proble`me est de choisir la valeur
de I1 ou I2 qui correspond au pourcentage 100%. Dans le cas de la comparaison des PKM,
une ide´e est de diviser I1 (resp. I2) par la valeur maximum I1maxi (resp. I2maxi) obtenue par la
meilleure des 6 PKM conside´re´es. Ce choix est possible parce que nous comparons des PKM
entre elles. S’il s’agissait d’e´valuer des conceptions alternatives d’une meˆme PKM, il faudrait
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tout d’abord de´finir quelle est la meilleure des alternatives vis-a`-vis des indices I1 et I2, pour
pouvoir de´finir la valeur maximum I1maxi ou I2maxi qui correspond au pourcentage 100%.
L’indice Imix exprime´ en % vaut :
Imix(%) = 100.1
2
.(
I1
I1maxi
+
I2
I2maxi
)
Les diffe´rents indices de performance calcule´s (WDR/W , WDR/V , Imix) sont rassemble´s
dans le Tab. 3.11. On a aussi calcule´ la moyenne des FAV dans l’EDR afin d’illustrer le fait que
dans l’EDR, la moyenne des FAV est proche de la moyenne des bornes limitant les FAV.
EDR cubique
Ortho Urane Y-STAR Hybrid Triaglide 3UPU
WDR (m3) 0.265 0.136 0.084 0.0996 0.0145 0.0723
V (m3) 6.053 1.374 3.523 2.407 0.88 0.709
WDR/W 0.463 0.226 0.227 0.445 0.157 0.178
WDR/V 0.0438 0.099 0.024 0.0414 0.0165 0.102
Imix (%) 71 73 36 68 25 69
Moyenne FAV 1.02 1.01 1.16 1.26 1.21 1.12
EDR cylindrique
Ortho Urane Y-STAR Hybrid Triaglide 3UPU
WDR (m3) 0.337 0.282 0.0751 0.0829 0.0261 0.0998
V (m3) 6.45 1.556 3.269 2.318 0.911 0.717
WDR/W 0.53 0.346 0.269 0.643 0.187 0.202
WDR/V 0.0522 0.181 0.023 0.0358 0.0286 0.139
Imix (%) 56 77 27 60 22 54
Moyenne FAV 1.08 1.06 1.22 1.3 1.2 1.17
Tab. 3.11 – E´valuation de l’Orthoglide, de l’UraneSX, du Y-STAR, de l’Hybrid-glide, du Tria-
glide et du 3-UPU selon diffe´rents indices base´s sur l’EDR
On peut remarquer que la moyenne des FAV dans WDR est proche de 1, surtout pour
l’Orthoglide et l’UraneSX. Nous constatons pour la deuxie`me fois (voir paragraphe 3.4.3) que
la notion d’EDR englobe l’indice “moyenne des FAV”, ce qui est un argument favorable a` la
notion d’EDR.
Sur la Fig. 3.44 se trouve l’histogramme repre´sentant l’indice WDR/V de chaque PKM,
pour un EDR cubique ou cylindrique. WDR/V est en ge´ne´ral meilleur lorsque l’EDR est cy-
lindrique, sauf pour le Y-Star et l’Hybrid-glide. Les PKM UraneSX et 3-UPU sont les mieux
e´value´es : l’UraneSX est de loin la mieux e´value´e pour l’EDR cylindrique, le 3-UPU est seule-
ment le´ge`rement supe´rieur a` l’UraneSX pour l’EDR cubique.
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Fig. 3.44 – Comparaison selon l’indice WDR/V
L’indice mixte Imix fait la moyenne des indices WDR/W et WDR/V , les re´sultats sont
repre´sente´s sous forme d’histogramme sur la Fig. 3.45. Ce graphique fait ressortir les meilleures
PKM vis-a`-vis de Imix, pour les EDR cubique et cylindrique.
Pour l’EDR cubique, l’UraneSX domine (Imix = 73%), mais se trouve presque ex-aequo
avec l’Orthoglide (71%), le 3-UPU (69%) et l’Hybrid-glide (68%). Avec un indice Imix bien
plus faible viennent ensuite l’Y-Star (36%) et le Triaglide (25%).
Pour l’EDR cylindrique, l’UraneSX domine e´galement, mais d’assez loin. Avec un Imix de
77%, elle de´passe l’Hybrid-glide de 17%, l’Orthoglide de 21% et le 3-UPU de 23%. Viennent
ensuite l’Y-Star (Imix = 27%) et le Triaglide (Imix = 22%).
Fig. 3.45 – Comparaison selon l’indice mixte Imix
Ces re´sultats montrent les possibilite´s offertes par la notion d’EDR pour comparer entre
elles des PKM en fonction de la taˆche. Faire un classement des PKM permet au concepteur
de choisir l’architecture la mieux adapte´e. La moyenne des FAV dans l’EDR semble en ge´ne´ral
proche de la moyenne des bornes impose´es, ce qui permet en quelque sorte de prescrire la
moyenne des performances cine´tostatiques dans l’EDR.
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3.8 Re´sultats interme´diaires
Des re´sultats interme´diaires tre`s inte´ressants sont pre´sente´s en Annexe A. Ils ne sont pas lie´s
directement aux contributions pre´sente´es dans ce chapitre ce qui explique leur mise a` l’e´cart.
Mais ils s’y rapportent, car ils traitent de l’occurrence de configurations isotropes pour certaines
des PKM a` translations e´tudie´es dans ce chapitre. Nous invitons le lecteur a` consulter cette
annexe apre`s la conclusion de ce troisie`me chapitre.
3.9 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre notre contribution a` l’e´valuation des performances
cine´tostatiques des PKM a` translations a` partir de la notion d’Espace Dextre Re´gulier (EDR).
Tout d’abord, le processus d’optimisation topologique de l’Orthoglide a e´te´ pre´sente´. Les
ame´liorations apporte´es a` la topologie des jambes e´vitent des singularite´s internes a` l’isotropie.
On montre que la singularite´ de type “paralle´logramme aplati” engendre des efforts infinis dans
les barres du paralle´logramme ce qui n’est pas re´aliste et explique que cette configuration est
instable car l’e´quilibre statique est impossible. L’Orthoglide, ses caracte´ristiques cine´matiques
ainsi que la me´thode employe´e dans [Chablat 03] pour optimiser sa ge´ome´trie ont servi de base
aux concepts propose´s par la suite dans ce chapitre.
L’EDR est un sous-volume de l’espace de travail. Ce sous-volume est appele´ Espace de travail
Dextre Re´gulier parce que sa forme est re´gulie`re (cube, cylindre). A` l’inte´rieur de l’EDR, un
indice cine´tostatique est borne´. Le choix des bornes sur cet indice, le choix de la forme et
de l’orientation de l’EDR sont relie´s aux caracte´ristiques que l’on cherche a` e´valuer et qui
de´pendent de la taˆche d’usinage.
Deux me´thodes de calcul de l’EDR ont e´te´ pre´sente´es. La premie`re, base´e sur la discre´tisation
de l’espace de travail, est intuitive mais ne permet pas de garantir formellement le re´sultat, ni de
connaˆıtre l’erreur faite sur le volume calcule´. Le temps de calcul est en moyenne de 20 minutes.
La deuxie`me me´thode, base´e sur l’analyse par intervalles, garantit nume´riquement le re´sultat
et permet de connaˆıtre l’erreur faite sur le calcul du volume. Mais le temps de calcul peut
varier dans des proportions importantes (de quelques secondes a` plusieurs dizaines d’heures) en
fonction des conditions initiales et il n’est pas possible de pre´dire a` l’avance le temps de calcul.
Afin d’illustrer l’influence de la forme et de l’orientation de l’EDR sur l’indice de performance
WDR/W , une PKM plane a` deux DDL en translation a e´te´ e´tudie´e, pour illustrer a` partir d’un
exemple simple ce qu’est l’EDR et quels proble`mes peut poser sa de´termination, lorsque les
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bute´es articulaires sont de´finies ou non.
La notion d’EDR a e´te´ utilise´e afin d’e´valuer l’Orthoglide selon l’indice WDR/W pour
diffe´rentes formes et orientations de l’EDR. Nous avons mis en e´vidence le fait que l’EDR
cylindrique “vertical” donne le meilleur ratio WDR/W .
Des versions alternatives de l’Orthoglide ont e´te´ e´value´es : nous avons fait varier la longueur
des barres du paralle´logramme de la jambe verticale, et avons observe´ l’e´volution de l’indice
WDR/W . Lorsque la longueur des barres est multiplie´e par 3, l’indice WDR/W augmente.
L’indice WDR/W a e´te´ applique´ a` d’autres PKM spatiales de la meˆme famille que l’Ortho-
glide : les PKM UraneSX, 3-UPU, Y-STAR, Hybrid-glide, Triaglide. Nous avons abouti a` un
classement de ces PKM, ce qui est inte´ressant pour le concepteur qui veut choisir une archi-
tecture. Nous avons montre´ comment de´terminer l’EDR pour une PKM a` translations de type
Delta munie de liaisons actionne´es rotatives.
Nous avons montre´ comment e´valuer directionnellement les FAV dans l’EDR pour de´finir
plus pre´cise´ment l’EDR en fonction du besoin lie´ a` la taˆche d’usinage.
Nous avons propose´ d’autres indices de performance base´s sur la notion d’EDR, que nous
avons utilise´s pour e´valuer les PKM de la famille de l’Orthoglide. Notre but n’e´tait pas d’aboutir
a` un classement absolu, mais d’illustrer l’inte´reˆt de la notion d’EDR pour e´valuer les perfor-
mances en fonction de l’utilisation.
En effet, la notion d’EDR et les me´thodes de calcul propose´es peuvent s’utiliser telles quelles
pour n’importe quelle PKM a` translations munie de liaisons actionne´es prismatiques : PKM de
type Delta line´aire (Orthoglide, UraneSX, Y-STAR, Hybrid-glide, Triaglide), de type tripode (3-
UPU assemble´ pour la translation, Tricept [Siciliano 99]). Elles peuvent donc eˆtre applique´es
a` des PKM hybrides compose´es d’un me´canisme a` translations muni de liaisons actionne´es
prismatiques, sur lequel est monte´ un poignet se´riel a` 1, 2 ou 3 degre`s de liberte´ en rotation.
Il est possible d’utiliser la notion d’EDR pour l’e´valuation de PKM a` translations munies de
liaisons actionne´es rotatives (voir paragraphe 3.5.5). Dans ce cas, on conside´re la vitesse line´aire
d’un point de la liaison actionne´e au lieu de la vitesse de rotation de la liaison actionne´e.
Dans le cas de PKM spatiales a` 3 translations et 1, 2 ou 3 degre´s de liberte´ en rotation, il n’est
pas possible d’appliquer telle quelle la me´thode propose´e. Le proble`me est que la Jacobienne
n’est pas homoge`ne. Il faudrait homoge´ne´iser (i), d’une part les vitesses des liaisons actionne´es
rotatives (voir paragraphe 3.5.5) si la PKM conside´re´e en posse`de (ii), d’autres part les vitesses
de rotation de la plate-forme mobile, en les remplac¸ant par exemple par les vitesses line´aires de
points de la plate-forme. Ne´anmoins, les FAV ainsi de´finis ne sont pas repre´sentatifs des vitesses
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de tous les points de la plate-forme.
L’e´valuation de PKM en utilisant des indices de performance base´s sur les performances
cine´tostatiques peut servir a` e´valuer la rigidite´ statique en conside´rant que seules les liaisons
actionne´es sont flexibles [Gosselin 90]. Dans le cas ou` la machine n’est pas une hexapode, par
exemple dans le cas de PKM a` translations munies de paralle´logrammes, les membrures des
jambes sont soumises a` de la flexion et ce mode`le classique de rigidite´ est moins pertinent. Dans
le chapitre suivant, on va donc mener une e´tude de rigidite´ de l’Orthoglide prenant en compte
la flexibilite´ des membrures. Les plus critiques pour la rigidite´ seront mises en e´vidence.
Chapitre 4
Analyse parame´trique de la rigidite´ de
l’Orthoglide
Dans ce chapitre, on pre´sente l’analyse parame´trique de la rigidite´ statique de l’Orthoglide. Une
mode´lisation flexible de l’Orthoglide est propose´e. Une me´thode existante est utilise´e pour le calcul
de sa matrice de compliance sous forme symbolique, en fonction des parame`tres ge´ome´triques et
des coordonne´es Carte´siennes. Ceci permet d’e´tudier l’influence des parame`tres ge´ome´triques sur les
termes de la matrice de compliance afin de hie´rarchiser les parame`tres critiques pour la rigidite´. Des
effets inte´ressants de certains parame`tres sont mis en e´vidence. Une autre utilisation de la matrice de
compliance sous forme symbolique est le calcul des de´placements compliants pour une taˆche d’usinage
3 axes et la recherche d’une zone de l’espace de travail dans laquelle l’erreur de poursuite est la plus
faible.
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4.1 Introduction
4.1.1 Choix de la me´thode de rigidite´
Pour expliquer les raisons du choix de la me´thode de rigidite´ utilise´e dans ce chapitre, nous
allons rappeler les points importants du paragraphe 2.5.4, dans lequel on pre´sente un e´tat de
l’art des mode`les prenant en compte la de´formation des membrures des PKM.
Les hypothe`ses du mode`le de rigidite´ cine´matique de [Gosselin 90] ne sont pas valables pour
des PKM dont les jambes encaissent des couples, comme l’Orthoglide. Elles sont valables pour
des PKM dont les jambes sont seulement soumises a` de la traction-compression, comme par
exemple les hexapodes. Dans le cas de l’Orthoglide, il faut prendre en compte la flexibilite´ de
toutes les membrures si l’on veut e´tudier la rigidite´ de fac¸on re´aliste.
Une me´thode pour calculer la matrice de raideur des PKM est propose´e dans [Gosselin 02].
Cette me´thode est base´e sur un mode`le line´aire classique qui remplace chaque membrure re´elle
par une membrure rigide et une liaison e´lastique virtuelle localise´e. Nous allons l’appliquer a`
l’Orthoglide, afin d’e´tudier l’influence des parame`tres ge´ome´triques sur la rigidite´. La raison
principale du choix de cette me´thode est qu’elle peut eˆtre facilement applique´e a` des PKM
de diffe´rents familles, et qu’il est assez facile de rajouter ou d’enlever des liaisons e´lastiques
virtuelles pour tester diffe´rents mode`les.
Bien qu’adapte´e a` des PKM de type Delta line´aire comme l’Orthoglide, la me´thode pre´sente´e
dans [Huang 02] manque en effet de ge´ne´ricite´ et de modularite´ par rapport a` la me´thode pro-
pose´e dans [Gosselin 02]. Or notre objectif est de proposer des outils ge´ne´riques pour la concep-
tion pre´liminaire de PKM. C’est, entre autres raisons plus circonstancielles, ce qui explique
notre choix. Par contre, [Gosselin 02] ne fonctionne pas pour un Orthoglide hyperstatique sem-
blable au prototype construit. Nous e´tudierons donc un Orthoglide isostatique. A` priori, cela
ne remet pas en cause les re´sultats que nous obtiendrons, a` savoir la mise en e´vidence des
parame`tres critiques pour la rigidite´.
L’influence de l’hyperstatisme sur la rigidite´ de l’Orthoglide pourrait eˆtre analyse´e rigoureu-
sement en utilisant la me´thode pre´sente´e dans [Huang 02] pour mode´liser un Orthoglide flexible
hyperstatique. En effet, cette me´thode permet de mode´liser une PKM hyperstatique de type
Delta line´aire. Cela pourrait eˆtre une extension possible de ce chapitre.
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4.1.2 Continuite´ de la de´marche d’analyse des PKM a` translations
Un des objectifs du chapitre 3 e´tait de de´finir l’EDR, une zone cine´tostatique saine pour les
taˆches d’usinage. Une fois l’EDR choisi, il est alors inte´ressant d’affiner l’analyse du comporte-
ment cine´tostatique de la PKM pour ame´liorer ses performances dans l’EDR. Dans le cas des
PKM a` translations dont les membrures encaissent des couples, comme l’Orthoglide, l’influence
de la flexibilite´ des membrures sur la rigidite´ est lie´e a` leur ge´ome´trie. Dans ce chapitre nous
proposons donc de calculer l’expression symbolique de la matrice de compliance de l’Orthoglide
afin d’observer l’influence des variations des parame`tres ge´ome´triques sur la rigidite´. La matrice
de raideur n’est en effet pas toujours calculable sous forme symbolique a` cause du volume des
calculs ne´cessaire. Nous reviendrons sur ce point. Les informations obtenues sont utiles pour
optimiser la ge´ome´trie des membrures afin d’accroˆıtre la rigidite´ pour gagner en pre´cision. C’est
le deuxie`me niveau de l’analyse cine´tostatique des PKM a` translations, une fois que l’EDR a
e´te´ de´fini et choisi. Une autre utilisation de l’expression symbolique de la matrice de compliance
sera le calcul des de´placements de l’outil sous l’action d’efforts de coupe simule´s.
4.2 Mode´lisation flexible de l’Orthoglide
4.2.1 Parame´trage
Les parame`tres utilise´s pour la mode´lisation flexible de l’Orthoglide sont pre´sente´s sur la
Fig. 4.1 et dans le Tab. 4.1. Ces parame`tres correspondent a` une mode´lisation de type poutre
des membrures de la jambe.
e P
fL
d
LB
λ
Pied
Barres du parallélogramme
Liaison pivot ajoutée
Fig. 4.1 – Parame`tres ge´ome´triques de la jambe
On utilisera e´galement des parame`tres lie´s au mate´riau : le module d’Young E, le coefficient
de Poisson ν et le module de Coulomb G = E
2(1+ν)
.
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Parame`tre Description
Lf Longueur du pied, voir Fig.4.1
hf , bf Dimensions de la section du pied
If1 = bf .h
3
f/12 Moment quadratique de la section du pied 1
If2 = hf .b
3
f/12 Moment quadratique de la section du pied 2
IfO = hf .bf (h
2
f + b
2
f )/12 Moment quadratique polaire de la section du pied
d Distance entre les barres du paralle´logramme, voir Fig.4.1
λ Angle entre l’axe du pied et l’axe de la liaison prismatique, voir Fig.4.1
LB Longueur des barres du paralle´logramme, voir Fig.4.1
SB Surface de la section droite des barres du parelle´logramme
e Voir Fig. 4.1
Tab. 4.1 – Parame`tres ge´ome´triques utilise´s pour la mode´lisation flexible de l’Orthoglide
4.2.2 Localisation des liaisons e´lastiques virtuelles
Dans [Zhang 00], les membrures sont conside´re´es comme des poutres flexibles et sont rem-
place´es par des poutres rigides monte´es sur des liaisons e´lastiques virtuelles de type pivot (Fig.
4.2).
y(L)
L
E, I
F
x
y
(a) Membrure flexible
y
élastique
(L)
θk
y
x
Liaison pivot 
F
(b) Membrure rigide + liaison e´lastique virtuelle
Fig. 4.2 – Mode`le ge´ne´ral d’une membrure flexible
Sur la Fig. 4.2, en exprimant la relation entre la force F et la de´formation y(x), la raideur
locale en torsion de la liaison e´lastique virtuelle peut eˆtre calcule´e. On inte`gre tout d’abord la
relation entre la de´rive´e seconde de la fle`che y(x) et le moment de flexion et on calcule la fle`che
en x = L :
EIy′′(x) = F (L− x)
...
EIy(L) = FL3/3
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A` partir de la`, on exprime l’angle de rotation θ de la liaison e´lastique virtuelle et on en de´duit
sa raideur k :
θ ' y(L)/L = FL2/3EI
→ k = FL/θ
k = 3EI/L
Si les moteurs des liaisons actionne´es sont bloque´s, alors une jambe peut encaisser une force F
et un couple T (Fig. 4.3), qui sont transmis depuis l’outil, repre´sente´ par le point P , jusqu’a`
la liaison actionne´e, par l’interme´diaire de la jambe, compose´e du paralle´logramme puis du
pied. Notre mode´lisation flexible utilise des liaisons e´lastiques virtuelles. Pour les localiser et
les mode´liser correctement, il faut comprendre comment les efforts applique´s sont transmis a`
travers la jambe, et quels sont leurs effets.
P
F T
F T
Actionneur
bloqué
X
Y
Z
F
T
Fig. 4.3 – Forces transmises par une jambe
Huit liaisons e´lastiques sont mode´lise´es le long de la jambe de l’Orthoglide. Elles sont de´crites
dans le Tab. 4.2. Le calcul de leur raideur sera de´taille´ ci-apre`s. La liaison prismatique actionne´e
est suppose´e e´lastique en translation uniquement selon l’axe de la liaison prismatique. En effet
d’une part, le degre´ de liberte´ actionne´ de la liaison actionne´e, ici la translation car c’est une
liaison actionne´e prismatique, doit faire partie des liaisons e´lastiques pour que les e´quations de la
me´thode utilise´e soient respecte´es. D’autre part, les raideurs translationnelles selon les axesX et
Y , ainsi que les raideurs torsionnelles selon les axesX, Y et Z de la liaison actionne´e prismatique
ne de´pendent pas des parame`tres ge´ome´triques des membrures de l’Orthoglide. Or notre but
est de relier les parame`tres ge´ome´triques de l’Orthoglide a` sa raideur statique. L’inte´reˆt de
prendre en compte toutes les raideurs de l’actionneur est donc secondaire par rapport a` notre
objectif principal. Prendre en compte les raideurs de la liaison actionne´e permettra par contre
d’obtenir un mode`le flexible plus proche de la re´alite´, ce qui est tre`s important.
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Raideur Sche´ma Raideur Sche´ma
k1 = kact :
flexibilite´ en
translation de la
liaison prisma-
tique actionne´e
F
k5 =
Ehf bf
Lf
:
flexibilite´ en trac-
tion/compression
du pied duˆe a` la
force F
fL
F
k2 =
3EIf1
Lf
:
flexibilite´ en
flexion du pied
duˆe a` la force F
F
fL
k6 =
EIf2
Lf
:
rotation de la sec-
tion du pied duˆe
au couple T
T
fL
k3 =
2EIf2
Lf
:
flexibilite´ en
flexion du pied
duˆe au couple T
T
fL
k9 =
2ESB
LB
:
flexibilite´ en trac-
tion/compression
des barres du
paralle´logramme
duˆe a` la force F
F
LB
k4 =
GIfO
Lf
:
flexibilite´ en tor-
sion du pied duˆe
au couple T
T
Lf
k11 =
ESBd
2 cos(β)
2LB
:
flexibilite´ en ten-
sion diffe´rentielle
des barres du
paralle´logramme
duˆe au couple T
LB
T
Tab. 4.2 – Mode´lisation des raideurs des liaisons e´lastiques virtuelles
• Remarque :
La rigidite´ des liaisons cine´matiques passives qui relient les membrures n’est pas prise
en compte dans ce me´moire. Pour une analyse pre´cise de la rigidite´ d’une PKM, il fau-
drait la mode´liser et la prendre en compte. Par exemple en mode´lisant la rigidite´ des liai-
sons cine´matiques avec des liaisons e´lastiques virtuelles similaires a` celles que nous venons de
pre´senter.
Cependant, le mode`le de rigidite´ d’une liaison cine´matique de´pend du composant techno-
logique choisi pour re´aliser cette liaison, or notre but est d’analyser l’influence des parame`tres
ge´ome´triques sur la rigidite´. Ce but peut eˆtre atteint sans mode´liser la rigidite´ des liaisons
cine´matiques.
125
4.2.3 Calcul des raideurs des liaisons e´lastiques
Dans cette partie on expose le calcul de la raideur de chaque liaison e´lastique virtuelle
pre´sente´e dans le Tab. 4.2.
4.2.3.1 Calcul de la raideur k2 du pied en flexion duˆe a` la force F
Le sche´ma de la Fig. 4.4 permet de comprendre comment est calcule´e la raideur k2 de la
liaison e´lastique a` partir d’un mode`le poutre du pied.
virtuelle
y
x
λ
θ
λ
F
Liaison pivot
y(L 
)
f
L f
Fig. 4.4 – Flexion du pied duˆe a` la force F
On exprime la relation entre la force F applique´e et la de´rive´e seconde de la de´formation
note´e y(x) (sur la Fig. 4.4 on a repre´sente´ la fle`che maximale y(Lf )) :
EIf1y
′′(x) = F cos(λ)(Lf − x)
On inte`gre cette expression :
EIf1y
′(x) = −F cos(λ)(Lf − x)2/2 + F cos(λ)L2f/2
↪→ EIf1y(x) = F cos(λ)(Lf − x)3/6 + F cos(λ)L2fx/2− F cos(λ)L3f/6
Or on a :
θ ' y(Lf )/Lf
= F cos(λ)L2f/3EIf1
On obtient la raideur :
→ k2 = F cos(λ)Lf/θ
k2 = 3EIf1/Lf
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4.2.3.2 Calcul de la raideur k3 du pied en flexion duˆe au couple T
De meˆme on calcule la raideur k3 de la liaison e´lastique mode´lisant la flexion du pied duˆe
au couple transmis par la jambe (Fig. 4.5).
y
T
(L f)
L f
x
y θ
λcos(  )
Fig. 4.5 – Flexion du pied duˆe au couple T
On exprime la relation entre la fle`che y(x) et le couple T applique´ sur le pied.
EIf2y
′′(x) = T cos(λ)
On inte`gre cette expression :
EIf2y
′(x) = T cos(λ)x
↪→ EIf2y(x) = T cos(λ)x2/2
Or on a :
θ ' y(Lf )/Lf
= T cos(λ)Lf/2EIf2
On obtient la raideur k3 :
→ k3 = T cos(λ)/θ
k3 = 2EIf2/Lf
4.2.3.3 Calcul de la raideur k4 du pied en torsion duˆe au couple T
On va calculer la raideur k4 de la liaison e´lastique mode´lisant la torsion du pied duˆe au
couple transmis par la jambe (Fig. 4.6).
On exprime la relation entre l’angle de torsion γ(x) et le couple T applique´ sur le pied.
Tsin(λ) =
Gγ(x)IfO
x
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x
)γ =
de la section droite d’abscisse x
angle de rotation autour de l’axe x 
λTsin(  )
(x 
L f
y
x
Fig. 4.6 – Torsion du pied duˆe au couple T
On calcule γ(Lf ) :
γ(Lf ) =
Tsin(λ)Lf
GIfO
On en de´duit la raideur k4 :
↪→ k4 = Tsin(λ)
γ(Lf )
k4 =
GIfO
Lf
4.2.3.4 Calcul de la raideur k5 du pied en traction/compression duˆe a` l’effort F
On va calculer la raideur k5 de la liaison e´lastique mode´lisant la traction/compression du
pied duˆe a` la force F transmise par la jambe (Fig. 4.7).
L f
L f∆ λcos(  )F
y
Fig. 4.7 – Traction/compression du pied duˆe a` la force F
On exprime la relation entre le de´placement ∆Lf et la force F applique´e sur le pied.
F cos(λ)
hfbf
=
E∆Lf
Lf
On en de´duit la raideur k5 :
↪→ k5 = F cos(λ)
∆Lf
=
Ehfbf
Lf
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4.2.3.5 Calcul de la raideur k6 de la rotation de section du pied duˆe au couple T
On va calculer la raideur k6 de la liaison e´lastique mode´lisant la rotation de section du pied
duˆe au couple T transmis par la jambe (Fig. 4.8).
y(L f )spθ
spθ
cos(  )
L f
y
x
T
=
λ
Fig. 4.8 – Rotation de section du pied duˆe au couple T
On exprime la relation entre la de´rive´e seconde de la fle`che y(x) et le couple T applique´ sur
le pied.
EIf2y
′′(x) = T cos(λ)
EIf2y
′(x) = T cos(λ)x
Or :
y′(Lf ) = θSP
Donc on a :
θSP =
T cos(λ)Lf
2EIf2
Et on obtient la raideur k6 :
↪→ k6 = T cos(λ)
θSP
k6 =
EIf2
Lf
4.2.3.6 Calcul de la raideur k9 des barres du paralle´logramme sollicite´es en
traction/compression par la force F transmise par la jambe
On calcule la raideur de la liaison e´lastique mode´lisant la traction/compression des barres
du paralle´logramme duˆe a` l’effort F transmis par la jambe. Par analogie avec le calcul de la
raideur k5, on de´duit :
k9 =
2ESB
LB
k9 vaut deux fois la raideur en traction/compression d’une barre.
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4.2.3.7 Calcul de la raideur k11 du paralle´logramme en tension diffe´rentielle duˆe
au couple T
On calcule la raideur k11 de la liaison e´lastique mode´lisant la tension diffe´rentielle des barres
du paralle´logramme duˆe au couple transmis par la jambe (Fig. 4.9).
f
f
LBδ
LBδ cosθ
θ
T
(a) Rotation virtuelle dans l’espace
d 2
LBδ θcos
β αT
(b) Rotation virtuelle vue de
dessus
Fig. 4.9 – Rotation virtuelle mode´lisant l’effet de la tension diffe´rentielle dans les barres du
paralle´logramme
On a :


T = fd cos(θ) cos(β) (1)
δLB = fLB/ESB (2)
α = δLB cos(θ)/(d/2) (3)
(4.1)
On en tire :
(2) → (3) : α = fLB cos(θ)/ESB(d/2) (4)
(1) → (4) : α = 2TLB/ESBd2 cos(β)
On obtient la raideur k11 :
↪→ k11 = T/α
k11 = ESBd
2 cos(β)/2LB
La raideur k11 telle qu’on la mode´lise´e de´pend de l’angle β, c’est-a`-dire de la position Carte´sienne
de l’outil.
4.2.4 Analyse de l’influence de l’hyperstatisme
L’annexe B propose une analyse de l’influence de l’hyperstatisme sur l’Orthoglide. Cette
analyse montre que le mode`le isostatique de l’Orthoglide suffit pour de´crire le comportement
compliant avec notre mode`le a` liaisons e´lastiques virtuelles.
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4.3 Calcul symbolique de la matrice de raideur
La raideur des liaisons e´lastiques virtuelles de´pend des parame`tres ge´ome´triques de concep-
tion. Dans cette partie, on va montrer comment on obtient les expressions symboliques des
e´le´ments de la matrice de raideur en fonction de ces parame`tres. La me´thode de calcul utilise´e
pour l’analyse de rigidite´ des PKM est une me´thode qui a de´ja` e´te´ pre´sente´e dans [Gosselin 02].
La nouveaute´ est qu’on l’applique a` l’Orthoglide en menant les calculs sous forme symbolique.
4.3.1 Mode´lisation cine´matique d’une jambe
La Fig. 4.10 repre´sente le mode`le flexible d’une jambe de l’Orthoglide. Une seule liaison
L9 est repre´sente´e mais naturellement les deux barres du paralle´logramme sont sollicite´es en
traction/compression.
X
L4
L5
Z
7
8
Z8bis
Z 12
P
Z
Y
Z 1
Z 3
Z2
Z
Z6
Z6
Z4 , Z5
L9
Z 11
Z 10
Z9
Fig. 4.10 – Mode`le de jambe flexible
La matrice Jacobienne Ji de la jambe i de l’Orthoglide est obtenue a` partir des parame`tres
de Denavit-Hartenberg associe´s a` la jambe i munie de liaisons flexibles (Fig. 4.10 et Tab. 4.3).
La matrice Ji relie line´airement toutes les vitesses articulaires, incluant les vitesses arti-
culaires des liaisons e´lastiques virtuelles, aux vitesses Carte´siennes de la plate-forme mobile,
i.e.,
Jiθ˙i = t
ou`
θ˙
T
i =
[
θ˙i1 θ˙i2 θ˙i3 θ˙i4 θ˙i5 θ˙i6 θ˙i7 θ˙i8 θ˙i9 θ˙i10 θ˙i11 θ˙i12
]
est le vecteur qui contient les 12 vitesses articulaires des liaisons actionne´es, passives et e´lastiques
de la jambe i. t est le torseur cine´matique de la plate-forme. Le parame´trage de la liai-
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N0 Type de liaison ai bi αi θi
1 Prismatique actionne´e 0 ρ1 pi/2 θ1 = pi
2 E´lastique 0 0 pi/2 θ2 = −pi/2 + λ
3 E´lastique 0 0 pi/2 θ3 = −pi/2
4 E´lastique 0 0 0 θ4 = 0
5 E´lastique 0 Lf + ρ5(= 0) pi/2 θ5 = pi
6 E´lastique 0 0 pi/2 θ6 = −pi/2
7 Cine´matique 0 d/2 pi/2 θ7
8 Cine´matique 0 0 pi/2 θ8
9 E´lastique 0 LB + ρ9(= 0) pi/2 θ9 = pi
8bis Cine´matique 0 0 pi/2 θ8bis = −θ8
10 Cine´matique 0 −d/2 pi/2 θ10 = λ− θ7
11 E´lastique 0 0 pi/2 θ11 = pi/2
12 Cine´matique 0 e 0 θ12 = 0
Tab. 4.3 – Parame`tres de Denavit-Hartenberg [Denavit 64] d’une jambe munie de liaisons
e´lastiques
son Pa (pour “Paralle´logramme”) impose θ˙i8 = −θ˙i8bis , et donc θ˙i8 et θ˙i8bis sont line´airement
de´pendants. On choisit par exemple θ˙i8 pour parame´trer le mouvement de translation circulaire,
et finalement Ji s’e´crit
Ji =
[
0, ei2 , ei3 , ei4 , 0, ei6 , ei7
ei1 , ei2 × ri2 , ei3 × ri3 , ei4 × ri4 , ei5 , ei6 × ri6 , ei7 × ri7 ,
0, ei9 , ei10 , ei11 , ei12
ei8 × ri8 − ei8bis × ri8bis , ei9 × ri9 , ei10 × ri10 , ei11 × ri11 , ei12 × ri12
]
ou` eij est le vecteur unitaire qui dirige la liaison i de la jambe j, et rij est le vecteur qui relie la
liaison j de la jambe i au point de re´fe´rence situe´ sur la plate-forme mobile, point en lequel on
calcule les vitesses Carte´siennes. La matrice Jacobienne peut donc s’e´crire de la fac¸on suivante :
J =


J1 0 0
0 J2 0
0 0 J3


On a donc :
Jθ˙ = Rt (4.2)
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avec R =


I6
I6
I6


T
et t =
{
ω
v
}
θ˙ est le vecteur qui contient les 36 variables articulaires, c’est-a`-dire θ˙ =
[
θ˙T1 θ˙
T
2 θ˙
T
3
]
. I6
correspond a` la matrice unite´ 6× 6.
4.3.2 E´limination des variables passives
Les liaisons passives vont eˆtre e´limine´es en e´crivant les conditions ge´ome´triques qui contraignent
les deux chaˆınes cine´matiques ferme´es inde´pendantes formant la structure cine´matique de l’Or-
thoglide :
J1θ˙1 = J2θ˙2 (4.3)
J1θ˙1 = J3θ˙3 (4.4)
Soient θ˙
′
et θ˙
′′
, respectivement le vecteurs des variables actionne´es et e´lastiques, et le vecteur
des variables passives :
θ˙
′
=
(
θ˙′1, θ˙
′
2, θ˙
′
3
)T
avec θ˙
′
i =
(
θ˙i1 , θ˙i2 , θ˙i3 , θ˙i4 , θ˙i5 , θ˙i6 , θ˙i9 , θ˙i11
)T
et θ˙
′′
=
(
θ˙′′1 , θ˙
′′
2 , θ˙
′′
3
)T
avec θ˙
′′
i =
(
θ˙i7 , θ˙i8 , θ˙i10 , θ˙i12 ,
)T
On va e´liminer les variables passives en partitionnant les deux e´quations (4.3) et (4.4) :
eq.(4.3) → J′1θ˙
′
1 − J′2θ˙
′
2 = J
′′
2θ˙
′′
2 − J′′1θ˙
′′
1 (4.5)
eq.(4.4) → J′1θ˙
′
1 − J′3θ˙
′
3 = J
′′
3θ˙
′′
3 − J′′1θ˙
′′
1 (4.6)
avec :
J′i =
(
0, ei2 , ei3 , ei4 , 0, ei6 , ei9 , ei11
ei1 , ei2 × ri2 , ei3 × ri3 , ei4 × ri4 , ei5 , ei6 × ri6 , ei9 , ei11 × ri11
)
et :
J′′i =
(
ei7 , 0, ei10 , ei12
ei7 × ri7 , ei8 × ri8 − ei8bis × ri8bis , ei10 × ri10 , ei12 × ri12
)
Soient les matrices A et B telles que :
A =
(
J′1 −J′2 0
J′1 0 −J′3
)
12×24
et B =
(
−J′′1 J′′2 0
−J′′1 0 J′′3
)
12×12
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A` partir des e´quations (4.5) et (4.6), on obtient une relation entre θ˙′ et θ˙′′ :
Aθ˙′ = Bθ˙′′
Ainsi :
θ˙
′′
= B−1Aθ˙
′
On veut maintenant construire une matrice V telle que :
θ˙ = Vθ˙
′
(4.7)
Notons au pre´alable :
B−1A = H =


H1
H2
H3
H4
H5
H6
H7
H8
H9
H10
H11
H12


12×24
avec [Hi]1×24
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Il faut ensuite construire la matrice V :
V =


I6×6 06×18
H1
H2
01×6 I1×1 01×17
H3
01×7 I1×1 01×16
H4
06×8 I6×6 06×10
H5
H6
01×14 I1×1 01×9
H7
01×15 I1×1 01×8
H8
06×16 I6×6 06×2
H9
H10
01×22 I1×1 01×1
H11
01×23 I1×1
H12


4.3.3 Calcul de la matrice de raideur
A` partir des e´quations (4.2) et (4.7) on peut obtenir :
JVθ˙
′
= Rt (4.8)
Comme la matrice R correspond a` un syste`me de 18 e´quations line´aires et compatibles a` 6
inconnues, la solution des moindres carre´s donne une solution exacte a` l’e´quation (4.8) :
t = (RTR)−1RTJVθ˙
′
E´crivons J′ de cette fac¸on :
J′ = (RTR)−1RTJV
On a donc :
t = J′θ˙
′
(4.9)
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D’apre`s le principe des travaux virtuels on a :
τ
T
θ˙
′
= wT t (4.10)
ou` τ est le vecteur contenant les efforts et les couples applique´s sur chaque liaison actionne´e ou
e´lastique virtuelle, et w est le torseur statique exte´rieur applique´ sur l’effecteur au point P. On
ne´glige l’action de la gravite´ par rapport aux efforts applique´s par l’exte´rieur. En substituant
l’e´quation (4.9) dans l’e´quation (4.10), et parce que θ˙′ est compose´e de variables inde´pendantes,
on peut obtenir :
τ = J′Tw (4.11)
Les forces et les de´placements relatifs a` chaque liaison actionne´e ou virtuelle e´lastique sont relie´s
par la loi de Hooke en utilisant les raideurs calcule´es au paragraphe 4.2.3. Pour la structure
globale, on a :
τ = KJ∆θ
′ (4.12)
avec :
KJ =


A 0 0
0 A 0
0 0 A


et :
A =


kact 0 0 0 0 0 0 0
0
3EIf1
Lf
0 0 0 0 0 0
0 0
2EIf2
Lf
0 0 0 0 0
0 0 0
GIfO
Lf
0 0 0 0
0 0 0 0
Ehf bf
Lf
0 0 0
0 0 0 0 0
EIf2
Lf
0 0
0 0 0 0 0 0 2ESB
LB
0
0 0 0 0 0 0 0 ESBd
2 cos(β)
LB


(4.13)
∆θ′ contient seulement les liaisons actionne´es et virtuelles e´lastiques, donc en re´e´crivant l’e´quation
(4.11) en tenant compte de l’e´quation (4.12), on obtient :
KJ∆θ
′ = J′Tw
Ainsi :
∆θ′ = K−1J J
′Tw
En pre´-multipliant les deux coˆte´s de cette dernie`re e´quation par J′, on obtient :
J′∆θ′ = J′K−1J J
′Tw (4.14)
Et en substituant l’e´quation (4.9) dans l’e´quation (4.14), on obtient :
t = J′K−1J J
′Tw
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L’expression de la matrice de compliance κ est donc :
κ = J′KJ
−1J′T
Dans le cas de l’Orthoglide et avec la mode´lisation adopte´e, on obtient :
κ =


κ11 0 0 κ14 κ15 κ16
0 κ11 0 κ24 κ25 κ26
0 0 κ11 κ34 κ35 κ36
κ14 κ24 κ34 κ44 κ45 κ46
κ15 κ25 κ35 κ45 κ55 κ56
κ16 κ26 κ36 κ46 κ56 κ66


(4.15)
L’expression de la matrice de raideur K est donne´e par :
K = κ−1 = (J′KJ
−1J′T )
−1
4.4 Analyse de l’influence individuelle des liaisons
e´lastiques et simplification du mode`le
4.4.1 Inte´reˆts d’une telle analyse
Parmi les liaisons e´lastiques virtuelles que nous avons mode´lise´es, certaines influent plus
que d’autres sur la rigidite´. Il est inte´ressant de rechercher lesquelles, car on ne pourra plus le
faire une fois que la matrice de raideur ou de compliance sera calcule´e sous forme symbolique
en fonction des parame`tres.
En effet, d’une part il ne sera en ge´ne´ral plus possible de savoir a` quelle liaison e´lastique un
parame`tre se rapporte car il peut intervenir dans plusieurs liaisons e´lastiques (par exemple, la
longueur du pied permet de mode´liser sa raideur en torsion et en flexion) ou dans le mode`le
ge´ome´trique. D’autre part, les parame`tres sont les meˆmes pour chaque jambe (par exemple la
longueur des barres est repre´sente´e par le meˆme parame`tre pour les 3 jambes), donc cela permet
encore moins de savoir a` quelle liaison e´lastique un parame`tre se rapporte une fois calcule´e la
matrice de raideur ou de compliance.
L’analyse de l’influence de chaque liaison e´lastique peut enfin eˆtre utile pour simplifier le
mode`le de rigidite´ en supprimant les liaisons e´lastiques peu influentes afin d’alle´ger les calculs.
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4.4.2 Choix d’un EDR
La de´marche pour l’analyse cine´tostatique des PKM a` translations est la suivante : on de´finit
une zone saine, l’EDR, puis on y effectue une analyse de rigidite´ afin d’optimiser la ge´ome´trie.
Dans le cas de l’Orthoglide, nous verrons que les parame`tres influents pour la rigidite´ n’ont
aucune influence sur les performances cine´tostatiques, i.e. sur l’EDR. C’est inte´ressant, car on
peut ainsi de´coupler l’analyse des performances cine´tostatiques et l’analyse de rigidite´, et ainsi
optimiser la rigidite´ en sachant que les performances cine´tostatiques ne seront pas modifie´es.
Dore´navant, nous allons donc travailler dans un EDR posse´dant les caracte´ristiques sui-
vantes :
WDR = {p ∈ W | 1/2 ≤ ψi(p) ≤ 2, i = 1, 2, 3 | WDR de forme cubique}
On a vu dans le chapitre pre´ce´dent que cet EDR correspond a` un cube de 0.644m de coˆte´ centre´
sur le point de coordonne´es [0.085, 0.085, 0.085], la longueur des barres des paralle´logrammes
valant 1.
4.4.3 Rigidifier une liaison e´lastique virtuelle
En programmant sous forme nume´rique la suite d’e´quations de´crite dans le paragraphe
4.3, on peut observer l’effet individuel de chaque liaison e´lastique sur la rigidite´ globale de
l’Orthoglide.
Pour observer l’influence individuelle d’une liaison e´lastique Li, il faut :
1. Multiplier sa raideur ki par un tre`s grand chiffre, ce qui revient a` la rigidifier ;
2. Comparer la valeur des e´le´ments Kij de la matrice de raideur initiale aux valeurs des
e´le´ments Kij obtenues lorsque la liaison e´lastique Li est rigidifie´e ;
3. Si la valeur de Kij augmente lorsque Li est rigidifie´e, alors Li a une influence non-
ne´gligeable.
Par exemple si l’on veut observer l’influence de la liaison e´lastique L3 (voir Fig. 4.10), il
faut d’abord multiplier sa raideur k3 par un grand chiffre, par exemple 10
20, dans l’Eq. (4.13).
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On obtient alors :
A =


kact 0 0 0 0 0 0 0
0
3EIf1
Lf
0 0 0 0 0 0
0 0
2EIf2
Lf
1020 0 0 0 0 0
0 0 0
GIfO
Lf
0 0 0 0
0 0 0 0
Ehf bf
Lf
0 0 0
0 0 0 0 0
EIf2
Lf
0 0
0 0 0 0 0 0 2ESB
LB
0
0 0 0 0 0 0 0 ESBd
2 cos(β)
LB


4.4.4 Influence individuelle de chaque liaison e´lastique
Afin d’observer l’influence individuelle de chaque liaison e´lastique, nous allons observer
l’e´volution des e´le´ments Kij le long du segment Q1Q2 (Fig. 4.11). Q1 et Q2 sont deux des
sommets de l’EDR cubique. Les re´sultats observe´s le long de la droite (Q1Q2) sont repre´sentatifs
de l’influence individuelle de chaque liaison e´lastique dans tout l’EDR cubique.
x
z
y
L = 0.644
Q2
Q1
Fig. 4.11 – EDR cubique de l’Orthoglide et droite (Q1Q2)
Nous pre´sentons seulement les re´sultats observe´s pour les e´le´ments K11 et K44 car ils sont
repre´sentatifs des re´sultats observe´s pour les autres e´le´ments Kij.
Sur la Fig. 4.12, on peut observer deux graphiques sur lesquels sont repre´sente´es plusieurs
courbes. Sur le graphique de gauche se trouve l’e´volution de K11 le long de Q1Q2 et sur le
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graphique de droite celle de K44 le long de Q1Q2. Sur chaque graphique, chacune des courbes
repre´sente l’e´volution de K11 ou de K44 lorsqu’une des liaisons e´lastiques est rigidifie´e. Par
exemple la courbe constitue´e de points e´pais sur la figure de droite repre´sente l’e´volution de
K44 lorsque L2 est rigidifie´e, c’est-a`-dire lorsque k2 est multiplie´e par 10
20.
Fig. 4.12 – Influence de chaque liaison e´lastique
On constate que K11 augmente beaucoup lorsque L6, L4, L2 ou L3 sont rigidifie´es. K11
augmente un peu lorsque L11 est rigidifie´e. K44 augmente lorsque L2 ou L3 sont rigidifie´es. On
peut donc conclure que K11 et K44 ne de´pendent quasiment pas des raideurs k5 et k9, et assez
peu de k11. Les liaisons e´lastiques les plus influentes sont L2, L3, L4 et L6.
Ce re´sultat vaut pour un ensemble de parame`tres ge´ome´triques fixe´s, qui sont les parame`tres
initiaux choisis pour le prototype de l’Orthoglide construit a` l’IRCCyN. Dans les paragraphes
suivants, nous allons faire varier les parame`tres ge´ome´triques afin d’e´tudier leur influence sur
la rigidite´. Il faut donc ve´rifier que l’observation que nous venons de faire est valable lorsque les
parame`tres ge´ome´triques varient. Il se pourrait en effet que K11 et K44 deviennent fortement
de´pendantes de k5, k9 ou k11 lorsque la variation de certains parame`tres ge´ome´triques diminuera
les raideurs k5, k9 ou k11.
Les parame`tres qui pourraient faire que les raideurs k5, k9 et k11 diminuent sont la lon-
gueur LB des barres du paralle´logramme, la longueur Lf du pied, la section SB des barres
du paralle´logramme et la section hfbf du pied. Sur la Fig. 4.13, on peut observer comme
pre´ce´demment des courbes repre´sentant l’e´volution deK11 ou deK44 lorsqu’une liaison e´lastique
est rigidifie´e, mais cette fois la longueur des barres du paralle´logramme est multiplie´e par 3 par
rapport a` la longueur initiale. Augmenter la longueur des barres diminue les raideurs respec-
tives des liaisons e´lastiques L9 et L11. On observe que K11 augmente plus nettement lorsque
L11 est rigidifie´e. L11 a donc une influence non-ne´gligeable dans ce cas, mais qui reste faible
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par rapport a` celle des autres liaisons e´lastiques. Parmi les variations de parame`tres auxquelles
nous proce`derons plus loin pour e´tudier l’influence sur la rigidite´, c’est ce cas i.e. la variation
de K11 le long de (Q1Q2) lorsque la longueur des barres est multiplie´e par 3, qui provoque la
plus grande variation d’influence d’une liaison e´lastique, en l’occurence L11. Les observations
faites a` partir de la Fig. 4.13 restent valables dans tous les autres cas, c’est-a`-dire lorsque les
autres parame`tres SB, Lf , hfbf varient, et pour tous les autres Kij.
Fig. 4.13 – Influence de chaque liaison e´lastique lorsque LB = 3LBinitiale
Programmer nume´riquement la suite d’e´quations de´crite dans le paragraphe 4.3 permet
de mettre en e´vidence les liaisons e´lastiques virtuelles, donc les membrures auxquelles elles se
rapportent, qui sont critiques pour la rigidite´, ce qui est tre`s utile pour un concepteur : on
observe que les liaisons e´lastiques critiques sont lie´es au pied, ce qui est inte´ressant parce le
pied est une membrure que l’on peut renforcer, en e´largissant sa section par exemple, sans
nuire aux performances cine´matiques de l’ensemble (collisions internes, volume de l’espace de
travail). Le proble`me pose´ par l’augmentation de la section hfbf sera l’augmentation du poids
de cette membrure qui de´gradera les performances dynamiques. Nous traiterons cette remarque
dans le paragraphe 4.6.1.
Plutoˆt que de proce´der nume´riquement pour observer l’influence d’une flexibilite´, on pour-
rait, si l’on calculait l’expression symbolique de la matrice de raideur en fonction des ki, calculer
la de´rive´e des Kij par rapport aux ki afin de mettre en e´vidence les flexibilite´s les plus influentes.
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4.4.5 Nouveau mode`le de jambe flexible
Nous venons de montrer comment de´tecter les liaisons e´lastiques qui sont moins influentes
et peuvent eˆtre ne´glige´es. On peut choisir de les retirer du mode`le de rigidite´ afin d’alle´ger les
expressions symboliques a` calculer. Nous allons par exemple supprimer la liaison e´lastique L5
correspondant a` la traction/compression dans le pied. En effet cette liaison e´lastique est celle
qui a le moins d’influence compare´e aux autres.
Nous de´finissons donc un nouveau mode`le de jambe flexible comportant une liaison e´lastique
en moins (Fig. 4.14). Les nouveaux parame`tres de Denavit-Hartenberg sont de´finis dans le Tab.
4.4.
8
5
L4
Z
P
Z
Y
X 7bis
L
Z 1
Z 3
Z2
Z4
Z 11
Z 10
Z9
Z 8
Z7
Z6
Z 5
Z
Fig. 4.14 – Nouveau mode`le de jambe flexible
4.5 De´composition en cascade des expressions
symboliques
Le calcul symbolique des e´le´ments de la matrice de complaisance est re´alise´ en programmant
la me´thode de´crite dans le paragraphe 4.3 avec le logiciel MAPLE. Le calcul des e´le´ments de
la matrice de complaisance prend environ 12 heures avec un PC a` 1Ghz et 256MB de RAM.
La quantite´ de RAM est importante pour que MAPLE puisse manipuler les expressions
symboliques. Le temps de calcul varie selon les simplifications — avec des fonctions MAPLE —
que l’on impose a` chaque e´le´ment. Les simplifications importantes que nous avons employe´es
sont de´crites a` l’Annexe C.
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N0 Type de liaison ai bi αi θi
1 Prismatique actionne´e 0 ρ1 pi/2 θ1 = pi
2 E´lastique 0 0 pi/2 θ2 = −pi/2 + λ
3 E´lastique 0 0 pi/2 θ3 = −pi/2
4 E´lastique 0 Lf pi/2 θ4 = pi
5 E´lastique 0 0 pi/2 θ5 = −pi/2
6 Cine´matique 0 d/2 pi/2 θ6
7 Cine´matique 0 0 pi/2 θ7
8 E´lastique 0 LB + ρ9(= 0) pi/2 θ8 = pi
7bis Cine´matique 0 0 pi/2 θ7bis = −θ7
9 Cine´matique 0 −d/2 pi/2 θ9 = λ− θ6
10 E´lastique 0 0 pi/2 θ10 = pi/2
11 Cine´matique 0 e 0 θ11 = 0
Tab. 4.4 – Parame`tres de Denavit-Hartenberg du nouveau mode`le de jambe flexible
Nous avons essaye´ de calculer la matrice de raideur K sous forme symbolique en inversant
la matrice de complaisance. Nous avons utilise´ un PC a` 1.8Ghz et 1GB de RAM. Le calcul
n’aboutit pas au bout d’une journe´e. C’est un e´chec : en effet meˆme si le calcul de K sous forme
symbolique peut aboutir, une journe´e de calcul implique de´ja` que l’affichage de ses e´le´ments Kij
a` l’e´cran sous forme symbolique donnera un fichier de calcul MAPLE trop lourd a` manipuler
meˆme avec un PC a` 1.8Ghz et 1GB de RAM.
Il nous semble donc plus facile de travailler sur les e´le´ments de la matrice de complaisance
κ sous forme symbolique. La complaisance de l’Orthoglide augmente si la valeur absolue des
e´le´ments κij augmente. C’est l’inverse de la rigidite´, en d’autres termes plus la complaisance
augmente, plus la rigidite´ diminue.
Bien que le fichier MAPLE obtenu ne soit pas trop lourd a` manipuler lorsque l’on travaille
avec les e´le´ments κij, les expressions symboliques sont visuellement inutilisables telles quelles,
car elles sont contenues sur plusieurs pages de calcul. Pour s’en rendre compte, il faut observer
certaines des expressions symboliques obtenues qui sont pre´sente´es en Annexe C.
Nous pre´sentons donc une proce´dure pour de´composer ces expressions symboliques. Cette
proce´dure peut s’appliquer a` toute expression symbolique qu’il n’est pas possible de visualiser
telle quelle. Nous appelons cette proce´dure une de´composition en cascade, dont la mise en
oeuvre est utile pour l’interpre´tation des expressions symboliques. Nous de´crivons maintenant
cette proce´dure dans un cas ge´ne´ral.
Soit P (x1, x2 . . . xn) un polynoˆme a` n variables, dont la visualisation de l’expression sym-
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bolique ne´cessite de nombreuses pages. De´composons P (x1, x2 . . . xn) selon une proce´dure de
de´composition en cascade. Tout d’abord, ce polynoˆme multivariables est conside´re´ comme un
polynoˆme monovariable dont on extrait les coefficients, ce que permet facilement MAPLE. En-
suite, soit P (x1) le polynoˆme monovariable obtenu a` partir de P (x1, x2 . . . xn). Les coefficients
ai du polynoˆme P (x1) = aq1x
q1
1 + aq1−1x
q1−1
1 + . . .+ a1x1 + a0 sont ensuite collecte´s comme des
polynoˆmes a` (n−1) variables de type ai(x2, x3 . . . xn). La meˆme proce´dure est ensuite applique´e
aux polynoˆmes ai(x2, x3 . . . xn) : ceux-ci sont transforme´s en polynoˆmes monovariables ai(x2)
dont les coefficients sont extraits et conside´re´s comme des polynoˆmes a` (n − 1) variables de
type ai(x3, x4 . . . xn) ... et ainsi de suite. Il ne reste a` la fin que des coefficients nume´riques. La
me´thode est illustre´e ci-apre`s :
◦ P (x1, x2 . . . xn) → P (x1) = aq1xq11 + . . . ai1xi11 + . . . a1x1 + a0
◦ ai1(x2, x3 . . . xn) → ai1(x2) = aq2xq22 + . . . ai2xi22 + . . . a1x2 + a0 (i1 = 0 . . . q1)
◦ ai2(x3, x4 . . . xn) → ai2(x3) = aq3xq33 + . . . ai3xi33 + . . . a1x3 + a0 (i2 = 0 . . . q2)
...
◦ ain−1(xn) → ain−1(xn) = aqnxqnn + . . . ainxinn + . . . a1xn + a0 (in−1 = 0 . . . qn−1)
les derniers coefficients ain (in = 1 . . . qn) du polynoˆme ain−1(xn) sont des nombres.
Nous allons maintenant traiter un exemple de de´composition en cascade d’un e´le´ment κij
de la matrice de complaisance κ. Prenons par exemple l’e´le´ment κ44. On extrait de κ44 le
nume´rateur Nκ44 et le de´nominateur Dκ44 . Apre`s simplifications, Nκ44 (resp. Dκ44) est une
fonction de 15 (resp. 10) parame`tres :
κ44 =
Nκ44(Lf , hf , bf , cos(λ), sin(λ), LB, SB, d, e, x, y, z, P1, P2, P3, P12, P13, P23, kact, E)
Dκ44(hf , bf , d, SB, x, y, z, P1, P2, P3, P12, P13, P23, kact, E)
Le Tab. 4.5 de´crit les diffe´rents parame`tres et leur degre´ dans Nκ44 et Dκ44 . On retrouve les
parame`tres ge´ome´trique sur la Fig. 4.1.
Voici la de´composition en cascade de Nκ44 , l’ordre dans lequel les variables sont extraites
est arbitraire :
Nκ44(Lf . . . kact) → Nκ44(Lf ) = a3L3f + a2L2f + a1Lf + a0
↪→ ai1(hf . . . kact) → ai1(hf ) = b5h5f + . . .+ b1hf + b0 (i1 = 0, 1, 2, 3)
↪→ bi2(bf . . . kact) → bi2(bf ) = c5b5f + . . .+ c1bf + c0 (i2 = 0, 1 . . . 5)
↪→ ci3(cos(λ) . . . kact) → ci3(cos(λ)) = d2 cos2(λ) + d1 cos(λ) + d0 (i3 = 0, 1 . . . 5)
↪→ di4(sin(λ) . . . kact) → di4(sin(λ)) = e1 sin(λ) + e0 (i4 = 0, 1, 2)
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Parame`tre Degre´ Description
Dans Nκ44 Dans Dκ44
Lf 3 0 Longueur du pied, voir Fig.4.1
hf , bf 5 5 Dimensions de la section du pied
cos(λ) 2 0 λ est l’angle entre l’axe du pied et l’axe
de la liaison prismatique
sin(λ) 1 0 idem
LB 7 0 Longueur des barres du pa-
ralle´logramme
d 2 2 Distance entre les barres du pa-
ralle´logramme
SB 1 1 Surface de la section droite des barres
du parelle´logramme
e 2 0 Voir Fig. 4.1
x, y, z 4 2 Coordonne´es Carte´sienne X,Y, Z
P12, P23, P13 1 2 P12 =
√
LB
2 − x2 − y2,
P23 =
√
LB
2 − y2 − z2,
P13 =
√
LB
2 − x2 − z2
P1, P2, P3 1 1 P1 =
√
LB
2 − x2,
P2 =
√
LB
2 − y2,
P3 =
√
LB
2 − z2
E 1 1 Module d’Young
kact 1 1 Raideur de l’actionneur
Tab. 4.5 – Variables dans Nκ44 et Dκ44
↪→ ei5(LB . . . kact) → ei5(LB) = f7L7B + . . .+ f0 (i5 = 0, 1)
↪→ fi6(d . . . kact) → fi6(d) = g2d2 + g1d+ g0 (i6 = 0, 1 . . . 7)
↪→ gi7(SB . . . kact) → gi7(SB) = h1SB + h0 (i7 = 0, 1, 2)
↪→ hi8(e . . . kact) → hi8(e) = i2e2 + i1e+ i0 (i8 = 0, 1)
↪→ ii9(x . . . kact) → ii9(x) = j4x4 + . . .+ j0 (i9 = 0, 1, 2)
↪→ ji10(y . . . kact) → ji10(y) = k4y4 + . . .+ k0 (i10 = 0, 1 . . . 4)
↪→ ki11(z . . . kact) → ki11(z) = m4z4 + . . .+m0 (i11 = 0, 1 . . . 4)
↪→ mi12(P12 . . . kact) → mi12(P12) = n1P12 + n0 (i12 = 0, 1 . . . 4)
↪→ ni13(P23 . . . kact) → ni13(P23) = p1P23 + p0 (i13 = 0, 1)
↪→ pi14(P13 . . . kact) → pi14(P13) = q1P13 + q0 (i14 = 0, 1)
↪→ qi15(P1 . . . kact) → qi15(P1) = r1P1 + r0 (i15 = 0, 1)
↪→ ri16(P2 . . . kact) → ri16(P2) = s1P2 + s0 (i16 = 0, 1)
↪→ si17(P3, E, kact) → si17(P3) = t1P3 + t0 (i17 = 0, 1)
↪→ ti18(E, kact) → ti18(E) = u1E + u0 (i18 = 0, 1)
↪→ ui19(kact) → ri19(kact) = v1kact + v0 (i16 = 0, 1)
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Il n’est pas possible d’isoler comple`tement les variables LB, x, y et z a` cause des racines
carre´es des termes P1, P2, P3, P12, P13, P23 qui subsistent.
4.6 Analyse parame´trique de la complaisance
Dans cette partie, nous allons observer l’influence des parame`tres ge´ome´triques de l’Ortho-
glide sur les e´le´ments de la matrice de complaisance. Cela illustrera les possibilite´s offertes par
le calcul de la matrice de complaisance sous forme symbolique.
4.6.1 Dans la configuration isotrope
4.6.1.1 Expressions symboliques simples
Il est inte´ressant de commencer par observer la matrice de complaisance en ce point car
elle est diagonale et les expressions symboliques de ses e´le´ments sont peu volumineuses. Il est
possible dans ce cas d’obtenir une expression simple de la matrice de complaisance et par
conse´quent de son inverse la matrice de raideur, qui s’e´crit :
K =


Ka 0 0 0 0 0
0 Ka 0 0 0 0
0 0 Ka 0 0 0
0 0 0 Kb 0 0
0 0 0 0 Kb 0
0 0 0 0 0 Kb


Le premier des deux diffe´rents e´le´ments de K est Ka, la raideur torsionnelle
Ka =
E
2LB
SBd2
+
2Lp(78b2f+cos
2 λ(45h2
f
−33b2
f
))
5hf b
3
f
(b2
f
+h2
f
)
(4.16)
et le deuxie`me est Kb, la raideur translationnelle
Kb =
1
1
kact
+ LB
2SBE
+
4L3
f
sin2 λ
Eh3
f
bf
(4.17)
L’inte´reˆt de travailler a` l’isotropie est ici de disposer d’expressions symboliques faciles a`
interpre´ter.
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4.6.1.2 Analyse qualitative
Observons l’expression symbolique de la raideur torsionnelle Ka. La pre´sence du module
d’Young E au nume´rateur fait que son influence est facile a` anticiper : Ka augmente lorsque
E augmente, ce qui est conforme a` l’intuition. On reconnaˆıt par ailleurs dans le terme 2LB
SBd2
l’influence de la liaison e´lastique L10. Ka diminue lorsque la longueur des barres LB augmente,
et diminue lorsque la section des barres SB augmente, ce qui est conforme a` l’intuition. Notons
que Ka diminue lorsque d augmente. Ceci est conforme a` l’analyse de l’expression de la raideur
de la liaison e´lastique K10, qui augmente lorsque d augmente. Cette information est ne´anmoins
inte´ressante car elle ne peut pas eˆtre obtenue sans utiliser un mode`le de rigidite´ que l’on peut
re´soudre analytiquement.
Ka posse`de un autre terme,
2Lp(78b2f+cos
2 λ(45h2
f
−33b2
f
))
5hf b
3
f
(b2
f
+h2
f
)
, dans lequel on reconnaˆıt l’influence des
liaisons e´lastiques L3, L4 et L5. On observe que Ka diminue lorsque Lf augmente, ce qui n’est
pas une surprise. L’observation du degre´ en hf et en bf aux nume´rateur et de´nominateur laisse
penser que la raideur augmente avec hf ou bf . Par contre l’influence de λ de´pend du signe de
l’expression (45h2f − 33b2f ).
Observons maintenant l’expression symbolique de la raideur translationnelle Kb. On re-
connaˆıt l’influence de l’actionneur dans le terme 1
kact
, la raideur Kb augmentant logiquement
lorsque kact augmente. Par ailleurs on reconnaˆıt dans le terme
LB
2SBE
l’influence de la liaison
e´lastique L8. Conforme´ment a` l’intuition, Kb augmente lorsque SB ou E augmentent, et dimi-
nue lorsque LB augmente. L’observation du terme
4L3
f
sin2 λ
Eh3
f
bf
, dans lequel on reconnaˆıt l’influence
des liaisons e´lastiques lie´es au pied, montre que si λ augmente, avec 0 ≤ λ ≤ pi/2, alors sin2 λ
augmente et par conse´quent Kb diminue (si λ ≥ pi/2 on perd l’inte´reˆt du pied, qui est d’e´viter
les collisions entre l’axe prismatique actionne´ et le paralle´logramme ; et on a force´ment λ ≥ 0
pour e´viter les interfe´rences entre le pied et l’axe prismatique actionne´). Par ailleurs, augmenter
la longueur du pied Lf diminue Kb, tandis que si hf ou bf augmentent alors Kb augmente.
Ces observations sont qualitatives. Pour analyser plus finement l’influence des parame`tres,
il faut observer cette influence lorsqu’ils varient a` partir d’une valeur initiale. C’est ce que nous
allons faire en analysant quantitativement ces expressions symboliques.
4.6.1.3 Analyse quantitative
Nous allons utiliser les expressions symboliques de Ka et Kb pour observer graphiquement
l’influence des parame`tres ge´ome´triques.
Pour cela, nous allons faire varier les parame`tres par rapport a` leur valeur initiale et observer
l’e´volution de Ka et de Kb. Ces valeurs initiales sont celles qui ont e´te´ choisies pour construire
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le prototype de l’Orthoglide a` l’IRCCyN (Tab. 4.6).
Parame`tre Valeur initiale
Lf 150mm
hf 26mm
bf 16mm
λ pi
4
rad
d 80mm
LB 310mm
SB 144mm
2
Tab. 4.6 – Valeur initiale de chaque parame`tre variable
Les parame`tres kact et E ne sont pas variables car ils ne sont pas des parame`tres ge´ome´triques.
Nous choisissons E = 7.104 Nmm−2 (mate´riau aluminium) et kact = 10
5 Nmm−1. La raideur
de l’actionneur de´pend de plusieurs parame`tres (composants me´caniques, puissance du moteur,
commande), la valeur choisie pour kact correspond a` un ordre de grandeur courant.
Pour observer graphiquement l’influence des parame`tres, nous allons superposer plusieurs
courbes sur un meˆme graphique. Chaque courbe repre´sentera un rapport Ka(t)
Kainitiale
(resp. Kb(t)
Kbinitiale
),
dans lequel t sera le pourcentage de variation d’un des parame`tres (Lf , bf , hf , λ, LB, SB ou
d), les autres parame`tres restant constants et fixe´s a` leur valeur initiale, et Kainitiale (resp.
Kbinitiale) sera la valeur initiale de la raideur torsionnelle (resp. translationnelle) lorsque tous les
parame`tres prennent la valeur qui a e´te´ choisie pour le prototype. L’influence des parame`tres
est ainsi mieux mise en e´vidence. Toutes les courbes Ka(t)
Kainitiale
(resp. Kb(t)
Kbinitiale
) se coupent au
point d’abscisse t = 0%.
Par exemple, dans l’expression symbolique de Ka, on remplace tous les parame`tres par leur
valeur initiale sauf Lf . On obtient une expression Ka(Lf ) :
Ka(Lf ) =
0.56× 109
Lf
Dans cette expression (qui est l’e´quation d’une hyperbole) on remplace la variable Lf par
l’expression Lfinitiale(1 +
t
100
). On obtient une expression Ka(t) :
Ka(t) =
0.56× 109
150 + 1.5t
t repre´sente le pourcentage de variation de Lf . On calcule Ka(t = 0) pour obtenir la valeur de
Kainitiale et on peut tracer la courbe d’e´quation Ka(t)/Kainitiale . Volontairement, on fera varier
t exage´re´ment (de −100% a` +200%) pour observer l’influence extreˆme de chaque parame`tre.
On superposera les diffe´rentes courbes Ka(t)/Kainitiale obtenues lorsque les parame`tres (Lf , bf ,
hf , λ, d, LB, SB) varient.
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On pourra ainsi comparer l’influence de chaque parame`tre. On affecte une couleur par
parame`tre, la le´gende des couleurs est donne´e dans le Tab. 4.7.
Couleur Parame`tre variable
Rose Lf
Rouge hf
Vert bf
Noir λ
Bleu fonce´ SB
Bleu clair d
Jaune LB
Tab. 4.7 – Couleurs associe´es aux parame`tres variables
• Analyse de Ka
La Fig. 4.15 montre l’influence des diffe´rents parame`tres sur Ka. On voit que LB (jaune), d
(bleu clair) et SB (bleu) ont peu d’influence par rapport a` Lf (violet), hf (rouge), bf (vert) et
λ (noir).
K
a
(t
)/
K
a
_
in
it
ia
le
Variation t (%)
Fig. 4.15 – Influence des parame`tres sur Ka
On observe que Ka(λ) est maximum (augmentation de 52%) lorsque λ augmente de 100%,
c’est-a`-dire lorsque λ = pi/2. On peut comprendre que Ka(λ) sera maximum lorsque λ = pi/2
en observant l’expression symbolique de Ka. En effet les valeurs initiales choisies pour hf et bf
(hf = 26, bf = 16) donnent un signe positif a` l’expression (45h
2
f − 33b2f ). Le de´nominateur de
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Ka sera donc minimum lorsque λ = pi/2.
Lorsque λ = pi/2, les liaisons e´lastiques L3 et L5 ne sont pas sollicite´es par le couple transmis
par la jambe (Fig. 4.16). Seules L4 et L10 sont sollicite´es par le couple. Ceci est une explication
physique du fait que Ka(λ) est maximum lorsque λ = pi/2.
4
2
L3
L5
T
L
Fig. 4.16 – L3 et L5 ne sont pas sollicite´es lorsque λ = pi/2
D’autre part, on constate qu’une augmentation de bf (vert) accroˆıt Ka davantage qu’une
augmentation de hf (rouge). Ces deux parame`tres de´finissent la section droite du pied. Ils
interviennent dans les moments quadratiques dont de´pendent les raideurs du pied en flexion et
en torsion.
Si la longueur du pied Lf augmente, on constate logiquement que Ka diminue, car les
raideurs des liaisons e´lastiques mode´lisant la flexion du pied diminuent. Re´ciproquement si Lf
diminue, alors Ka augmente de fac¸on importante.
Enfin on constate que si d, SB, hf ou bf tendent vers 0, alors Ka tend e´galement vers 0.
Ceci peut s’observer a` partir de l’expression symbolique de Ka, mais correspond surtout a` une
re´alite´ physique. Si le pied ou les barres ont une section tre`s petite, ou si le parallale´logramme
perd sa capacite´ a` encaisser un couple (lorsque d = 0), alors le me´canisme perd toute sa raideur
torsionnelle.
Les deux parame`tres aux influences les plus importantes pour Ka sont Lf et bf , et on a :
Ka(Lf ) =
0.56× 109
Lf
150
et
Ka(bf ) =
0.419328× 109b3f (b2f + 676)
2724.28b3f + 4.03b
5
f + 210263040 + 850176b
2
f
• Analyse de Kb
La Fig. 4.17 montre l’influence des diffe´rents parame`tres sur Kb. On voit que LB (jaune) et
SB (bleu) ont peu d’influence par rapport a` Lf (violet), hf (rouge), bf (vert) et λ (noir).
Variation t (%)
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Fig. 4.17 – Influence des parame`tres sur Kb
On observe que Kb(λ) est minimum lorsque λ augmente de 100%, c’est-a`-dire lorsque
λ = pi/2. Ceci peut se comprendre a` partir de l’expression symbolique de Kb. En effet le
de´nominateur de Kb sera maximum lorsque λ = pi/2. La baisse de Kb(λ = pi/2) est de 48%.
De meˆme on peut comprendre, a` partir de l’expression symbolique de Kb, qu’une baisse de
λ va diminuer son de´nominateur, et donc accroˆıtre Kb (ce qui n’e´tait pas le cas pour Ka). Ici,
lorsque λ diminue de 100% (i.e. λ = 0), alors Kb est maximum et est multiplie´e par 28 par
rapport a` sa valeur initiale (Fig. 4.18).
Ceci s’explique : si λ = 0 alors la liaison L2 n’est plus sollicite´e par l’effort transmis par la
jambe (Fig. 4.19).
On observe le meˆme phe´nome`ne lorsque Lf = 0. Cependant, l’explication physique n’est pas
la meˆme. Lorsque Lf = 0, les raideurs des liaisons e´lastiques L2, L3, L4 et L5 (qui mode´lisent
la flexion et la torsion du pied) tendent vers l’infini et sont donc en quelque sorte rigidifie´es.
Par conse´quent le pied devient plus rigide.
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Fig. 4.18 – Kb est maximum lorsque λ = 0
F
L4
0
L3
L5
Fig. 4.19 – L2 n’est pas sollicite´e lorsque λ = 0
On constate aussi qu’une augmentation de hf (rouge) accroˆıt Kb davantage qu’une augmen-
tation de bf (vert). Ceci peut se comprendre en observant l’expression symbolique de Kb.
On a en effet :
Kb(hf , bf ) =
1
0.00002537698413 + 96.42857143
h3
f
bf
Une augmentation de 10% hf va donc diminuer plus rapidement le de´nominateur de Kb qu’une
augmentation de 10% de bf .
Enfin on constate que si SB, hf ou bf tendent vers 0, alors Kb tend e´galement vers 0.
Ceci peut s’observer a` partir de l’expression symbolique de Kb, mais correspond a` une re´alite´
physique comme nous l’avons explique´ lors de l’analyse de Ka.
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Les parame`tres les plus importants pour Kb sont λ, Lf et hf . λ et Lf ont une influence
semblable, lorsqu’ils diminuent, Kb augmente, et re´ciproquement. hf a une influence contraire,
lorsqu’il augmente, Kb augmente, et re´ciproquement. On a :
Kb(λ) =
0.566931456× 103
0.4031870106− 0.3888 cos2 λ
Kb(Lf ) =
0.566931456× 1010
0.1438701056× 106 + 0.576L3f
Kb(hf ) =
0.32256× 105
0.81856 + 0.1944×10
6
h3
f
• Conclusions
L’analyse de Ka et Kb met en e´vidence les parame`tres les plus influents pour la rigidite´, et
la fac¸on dont ils influent sur la rigidite´. Ces re´sultats peuvent servir a` ame´liorer la conception
de l’Orthoglide pour accroˆıtre la rigidite´, en modifiant un ou plusieurs des parame`tres pour
accroˆıtre Ka ou Kb. Mais il faut examiner les conse´quences de ces modifications en prenant en
compte les contraintes technologiques du prototype de´ja` construit.
Si pour augmenter Kb, on annule λ ou Lf , alors le porte-a`-faux de la liaison cine´matique
L6 par rapport a` l’axe de L1 disparaˆıt (Fig. 4.20). Or ce porte-a`-faux est destine´ a` e´viter les
collisions entre le paralle´logramme et la liaison prismatique actionne´e lorsque l’on parcourt
l’EDR cubique dans lequel on a choisi de travailler (Fig. 4.11). Il n’est donc pas possible
d’annuler Lf ou λ.
Une solution technologique existe pour e´viter le porte-a`-faux : re´aliser la liaison prismatique
avec un ve´rin. Ainsi on e´vite les collisions entre le paralle´logramme et la liaison prismatique. Ce-
pendant, outre le proble`me d’encombrement axial du ve´rin, la tige en position sortie ne´cessitera
d’eˆtre largement dimensionne´e pour re´sister aux sollicitations en flexion, ce qui nuira aux per-
formances dynamiques.
Porte−à−faux
L
L 1
6
Fig. 4.20 – Porte-a`-faux de L6 par rapport a` L1
Et si pour accroˆıtre la raideur torsionnelle Ka on augmente λ jusqu’a` pi/2, il faut que l’EDR
cubique reste atteignable sans collisions entre le paralle´logramme et le guidage prismatique.
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Une condition traduit cela : lorsque le guidage prismatique est en bute´e minimum, il faut que
l’angle entre le paralle´logramme et l’axe du guidage prismatique puisse atteindre une valeur
βmin qui garantit que l’EDR cubique peut eˆtre parcouru sans que le paralle´logramme n’entre
en collision avec le guidage. La Fig. 4.21 repre´sente le prototype de l’Orthoglide ainsi qu’un
sche´ma du guidage prismatique en bute´e minimum vu de profil.
(a) Prototype
Pied
Parallélogramme
Guidage prismatique
Butée min Butée max
βmin6L
Sens de
déplacement
(b) Guidage vu de profil en bute´e minimum
Fig. 4.21 – Condition ge´ome´trique a` satisfaire pour parcourir l’EDR cubique
λ valant pi/2 et les autres parame`tres n’e´tant pas modifie´s, il faut ve´rifier que la longueur
initiale du pied est supe´rieure a` la longueur minimum requise pour lui, note´e Lfmin , longueur qui
satisfait la condition ge´ome´trique de non-collision de´crite sur la Fig. 4.21. La Fig. 4.22 montre
comment calculer Lfmin lorsque λ = pi/2 :
Lfmin = ∆ρ| tan(βmin)|
∆ρ est la course articulaire. Dans notre cas, on a βmin = −0.31 rad (-18 degre´s), ∆ρ = 257mm,
donc Lfmin = 83mm. La valeur initiale de Lf est 150mm, donc il n’y a pas de collisions lorsque
λ = pi/2.
Par contre si λ = pi/2, alors Kb diminue de 48%. Il faut donc modifier un autre parame`tre
ge´ome´trique pour compenser cette diminution. Le proble`me qui se pose ici est en fait un
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6L βmin
∆ρ =257mm
fL min
Fig. 4.22 – Calcul de Lfmin
proble`me d’optimisation multicrite`res dont les fonctions objectifs sont la maximisation de Ka
et Kb. Intuitivement, un bon choix serait de diminuer la longueur du pied, ou d’augmenter
la section hfbf . Une autre solution technologique particulie`re est e´galement envisageable pour
augmenter Kb : l’utilisation de deux liaisons actionne´es prismatiques redondantes pour re´aliser
le mouvement en translation du pied de chaque jambe (Fig. 4.23).
Guidage prismatique 2
Guidage prismatique 1
6L
∆ρ =257mm
Fig. 4.23 – Utilisation de deux actionneurs prismatiques par jambe
Cette solution permet de rigidifier le pied. D’une part en modifiant sa ge´ome´trie : on a
λ = pi/2 et les liaisons L3 et L5 ne sont plus sollicite´es. D’autre part en changeant les condi-
tions limites applique´es sur le pied. En effet, le mode`le poutre du pied devient celui d’une
poutre encastre´e a` ses deux extre´mite´s. Le mode`le flexible du pied que l’on obtiendrait alors
est repre´sente´ sur la Fig. 4.24.
Les nouvelles conditions limite conduisent a` des raideurs k2 et k4 plus e´leve´es : on obtient
k2 =
24EIf1
Lf
soit une multiplication par 8, et k4 =
2GIfO
Lf
, soit une multiplication par 2. Les
raideurs k3 et k5 ne sont plus sollicite´es donc elles disparaissent du mode`le flexible.
Les inconve´nients de cette solution technologique a` deux actionneurs en paralle`le sont bien
suˆr l’augmentation de l’encombrement des axes et surtout l’augmentation du prix (2 fois plus
d’axes prismatiques actionne´s) notamment si l’on utilise des moteurs line´aires qui sont tre`s
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4bis
L4
L2
L2bis
L
Fig. 4.24 – Nouveau mode`le flexible pour le pied
chers. Dans le cas du prototype de l’Orthoglide a` moteurs rotatifs et vis-a`-billes, le choix de
cette solution augmenterait le prix de 30%, sans compter la consolidation du baˆti.
Si l’on souhaitait maximiser Ka et Kb simultane´ment, on pourrait par exemple maximiser
une somme ponde´re´e de ces deux quantite´s, ce qui serait dangereux car l’une des quantite´s
pourrait augmenter beaucoup plus que l’autre. On pourrait alors chercher a` maximiser seule-
ment Ka (resp. Kb) en s’assurant que Kb (resp. Ka) reste supe´rieure a` un seuil donne´, ou encore
chercher les parame`tres qui feraient que Ka et Kb soient toutes les deux supe´rieures a` un seuil
donne´.
4.6.1.4 Couplage raideur/dynamique
Si l’on souhaite accroˆıtre la rigidite´ sans modifier l’angle λ tout en e´vitant les collisions entre
le guidage et le paralle´logramme, on ne peut pas diminuer Lf . Une possibilite´ est d’augmenter hf
ou bf , ou les deux. Accroˆıtre hf ou bf augmente la masse du pied. Dans [Guegan 03], un mode`le
dynamique de l’Orthoglide est propose´. D’apre`s ce mode`le, la variation ∆Γ de l’effort moteur
ne´cessaire pour maintenir les performances dynamiques lorsque la masse du pied augmente, est
e´gale au produit de l’acce´le´ration de´sire´e q¨ par la variation de la masse du pied ∆mf :
∆Γ = q¨∆mf
Avec :
mf = ρaluLfhfbf
Ou` ρalu est la masse volumique de l’aluminium : ρalu = 2.7 kg.mm
−3. Pour le prototype de
l’Orthoglide, on a Γinit = 400N lorsque q¨ = 20m.s
−1. Γ va varier en fonction de hf ou de bf , qui
sont les seuls parame`tres que l’on peut modifier :
Γ(hf ) = Γinit + q¨ρaluLfbf∆hf
Γ(bf ) = Γinit + q¨ρaluLfhf∆bf
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∆hf (resp. ∆bf ) e´tant la variation en mm du parame`tre hf (resp. bf ). On a repre´sente´ sur la
Fig. 4.25 en trait continu les variations de
Ka(hf )
Kainit
(en rouge) et
Ka(bf )
Kainit
(en vert), en pointille´s
les variations de
Kb(hf )
Kbinit
(en rouge) et
Kb(bf )
Kbinit
(en vert), en trait mixte les variations de
Γ(hf )
Γinit
(en
rouge),
Γ(bf )
Γinit
(en vert). Ainsi on peut observer facilement la fac¸on dont la variation d’un meˆme
parame`tre influence diffe´remment les variations des raideurs Ka et Kb et de l’effort moteur Γ.
Γ(hf)/Γinit
Variation de bf ou hf  (en mm)
Γ(bf)/Γinit
Κa(hf)/Κainit
Κa(bf)/Κainit
Κb(hf)/Κbinit
Κb(bf)/Κbinit
Fig. 4.25 – Variations de Ka, Kb et Γ lorsque hf ou bf varient
On voit que pour une augmentation de 10 mm de hf ou bf , l’effort moteur Γ augmente plus
rapidement si bf augmente (vert) que si hf augmente (rouge), de meˆme pour Ka (trait continu)
et inversement pour Kb (pointille´s).
Kb(bf )
Kbinit
est confondu avec
Ka(hf )
Kainit
.
Si l’on veut augmenter prioritairement Ka, alors il faut augmenter bf , en contrepartie l’effort
moteur augmentera rapidement. Si l’on veut augmenter prioritairement Kb, il faut augmenter
hf , l’effort moteur augmentera moins rapidement. La prise en compte de l’effort moteur impose
des contraintes supple´mentaires a` l’optimisation des parame`tres pour accroˆıtre la rigidite´.
Nous venons d’illustrer un autre inte´reˆt d’obtenir les expressions symboliques des e´le´ments
de la matrice de raideur : elles permettent d’optimiser les parame`tres ge´ome´triques pour ac-
croˆıtre la rigidite´ statique tout en prenant en compte les conse´quences sur les performances
dynamiques.
Une utilisation tre`s inte´ressante de la matrice de complaisance sous forme symbolique serait
l’analyse parame´trique de rigidite´ des LTPM isotropes pre´sente´s dans le paragraphe 2.2.3.3.
En effet, ces me´canismes sont tels que WDR/W = WDR/V = 1 (voir de´finition du volume
d’une PKM dans le paragraphe 3.7) donc ce sont d’excellents candidats pour une application a`
l’usinage 3 axes, d’apre`s les indices pre´sente´s dans le chapitre 3. Mais comme explique´ dans le
paragraphe 2.2.4.4, on pressent que l’effet de la flexion peut nuire a` la pre´cision si on ne renforce
pas les jambes, or renforcer les jambes peut nuire aux performances dynamiques. Construire
un mode`le dynamique des LTPM isotropes permettrait d’obtenir des re´sultats plus concrets et
157
observer la validite´ de cette intuition, pour ensuite rechercher quels parame`tres ge´ome´triques
seraient les plus pertinents a` modifier afin d’ame´liorer la rigidite´ tout en limitant l’impact sur
les performances dynamiques.
Lorsque l’on est en un point quelconque de l’espace de travail, la matrice de complaisance
n’est pas diagonale et comme on l’a e´crit dans le paragraphe 4.5, il n’est alors pas judicieux de
chercher a` travailler a` partir des e´le´ments de la matrice de raideur. Ne´anmoins, il est possible
si on le souhaite de repre´senter en un point quelconque de l’espace Carte´sien les variations des
e´le´ments de la matrice de complaisance lorsque les parame`tres varient, et chercher comment ces
parame`tres doivent eˆtre optimise´s pour diminuer la complaisance sans trop augmenter l’effort
moteur ne´cessaire.
4.6.2 Dans l’espace de travail dextre re´gulier
4.6.2.1 Choix d’une zone de controˆle
Les e´le´ments κij de la matrice de complaisance κ varient selon la position Carte´sienne. Pour
mener une analyse parame´trique globale, il faudrait analyser chaque κij dans tout l’EDR. La
matrice de complaisance κ e´tant syme´trique et de dimensions 6x6, cela impliquerait d’analyser
21 e´le´ments κij dans tout l’EDR.
Plutoˆt que de repre´senter graphiquement l’influence des parame`tres ge´ome´triques sur les κij
dans tout l’EDR, on peut choisir une zone ge´ome´trique de controˆle qui sera conside´re´e comme
repre´sentative des variations des κij. Cette zone de controˆle peut eˆtre un point, un segment, un
plan. L’ide´e est de simplifier l’analyse globale des κij.
Une telle zone de controˆle devrait inclure des points en lesquels les κij sont extremums.
Ceci implique d’observer 21 e´le´ments κij dans tout l’EDR, de de´finir pour chacun une zone
de controˆle, puis d’en choisir une seule, qui convienne a` tous les κij. Il est donc difficile, et
fastidieux, de trouver une zone de controˆle repre´sentative des variations des κij. Nous traiterons
un exemple d’analyse globale d’un des κij dans le paragraphe 4.6.3.
Dans [Chablat 03], l’axe Q1Q2 est identifie´ comme l’axe repre´sentatif de la variation des
FAV dans l’EDR cubique (Fig. 4.11). Le long de l’axe (Q1Q2) on a x = y = z. Q1 et Q2 sont
les points critiques de l’EDR, car si les FAV sont ve´rifie´s en Q1 et Q2 alors ils le sont dans
tout le cube [Chablat 04]. L’axe (Q1Q2) posse`de donc des proprie´te´s inte´ressantes. Il traverse
l’EDR et donne en ge´ne´ral une ide´e juste des performances cine´tostatiques de l’Orthoglide.
C’est pourquoi nous le choisissons comme zone de controˆle le long de laquelle on va observer
chaque κij en fonction de z et des parame`tres.
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4.6.2.2 Observation des κij le long de l’axe (Q1Q2)
Dans ce paragraphe, on va observer les variations des κij le long de l’axe (Q1Q2) et analyser
l’influence des parame`tres ge´ome´triques sur les κij aux points Q1 et Q2. Pour e´tudier l’influence
de chaque parame`tre on fera varier le rapport
κij(t)
κijinitial
, comme dans le paragraphe 4.6.1, t e´tant
le pourcentage de variation du parame`tre dont on observe l’influence.
La le´gende des couleurs et les valeurs initiales des parame`tres sont donne´es dans le Tab.
4.8. Attention, les κij sont des e´le´ments de complaisance donc l’influence des parame`tres
ge´ome´triques sera oppose´e a` celle observe´e pour Ka et Kb a` l’isotropie. Nous allons relever
les de´tails marquants de chaque courbe
κij(t)
κijinitial
, lorsque par rapport a` leur valeur initiale les
parame`tres varient de −100% a` +200%.
Parame`tre Couleur Valeur initiale
Lf Rose 150mm
hf Rouge 26mm
bf Vert 16mm
λ Noir pi
4
rad
SB Bleu fonce´ 144mm
2
d Bleu clair 80mm
LB Jaune 310mm
e Violet 80mm
Tab. 4.8 – Couleur et valeur initiale des parame`tres variables
Le long de l’axe (Q1Q2) on a x = y = z, ce qui simplifie les expressions symboliques des
κij. Ne´anmoins ces expressions restent impossibles a` observer telles quelles. On pourrait donc
les de´composer en cascade.
Lorsque x = y = z, plusieurs e´le´ments de la matrice de complaisance sont e´gaux :
κ =


κ33 0 0 κ14 κ15 κ16
0 κ33 0 κ16 κ14 κ15
0 0 κ33 κ15 κ16 κ14
κ14 κ16 κ15 κ44 κ45 κ45
κ15 κ14 κ16 κ45 κ44 κ45
κ16 κ15 κ14 κ45 κ45 κ44


Seuls 6 e´le´ments de κ sont non e´gaux entre eux : κ33, κ44, κ14, κ15, κ16, κ45. Nous allons les
analyser un par un.
• E´le´ment κ33
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κ33 est la complaisance torsionnelle dont l’unite´ est le rad.(Nmm)
−1. Sur la courbe de gauche
de la Fig. 4.26, on observe la variation de κ33 le long de (Q1Q2) : elle est faible, κ33 reste a`
peu pre`s constant. On va observer l’influence des parame`tres sur κ33 par exemple en Q2. On a
constate´ que le choix du point de (Q1Q2) en lequel on fait varier les parame`tres de κ33 a peu
d’influence. Ce que l’on observe en Q2 est donc valable tout le long de l’axe (Q1Q2).
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(a) Variation de κ33 en fonction de z le long de
(Q1Q2)
C
 3
3
 (t
) 
/ 
C
 3
3
 i
n
it
ia
l
Variation t (%)
(b) Influence des parame`tres sur κ33initiale
en Q2
Fig. 4.26 – Variation de κ33 le long de (Q1Q2) et influence des parame`tres
Sur le graphique de droite, on observe qu’augmenter bf (vert) ou hf (rouge) diminue κ33,
conforme´ment a` l’intuition. La diminution est plus rapide si c’est bf qui augmente. Le parame`tre
e (violet) n’a quasiment pas d’influence, tout comme les parame`tres d (bleu clair), LB (jaune)
et SB (bleu fonce´). κ33 tend vers +∞ lorsque SB ou d tendent vers 0.
On observe un minimum lorsque λ (noir) augmente de 100%, c’est-a`-dire lorsque λ = pi
2
.
Dans le paragraphe 4.6.1, on avait observe´ de meˆme que la raideur torsionnelle Ka posse´dait
un maximum lorsque λ = pi
2
.
Enfin, κ33 augmente avec Lf conforme´ment a` l’intuition.
• E´le´ment κ44
κ44 est la complaisance translationnelle dont l’unite´ est mm.N
−1. Le long de (Q1Q2), κ44 n’est
pas syme´trique par rapport a` l’isotropie et posse`de un minimum en z = 18mm (Fig. 4.27). Si
l’on recherche la rigidite´, il est donc pre´fe´rable de travailler aux alentours de x = y = z = 18mm.
La valeur maximum de κ44 est atteinte en Q2.
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Fig. 4.27 – Variation de κ44 en fonction de z le long de Q1Q2
Sur la Fig. 4.28, on se place en deux points, Q1 (graphique de gauche) et Q2 (graphique
de droite). En chaque point, on fait varier les parame`tres ge´ome´triques afin d’observer leur
influence sur κ44. L’inte´reˆt est de comparer l’influence d’un meˆme parame`tre en Q1 et en Q2.
On constate par exemple au premier coup d’oeil qu’augmenter e (violet) en Q2 a beaucoup
plus d’influence qu’en Q1.
On observe aussi que re´duire LB de 21% en Q1 ou de 29% en Q2 fait tendre κ44 vers +∞.
L’explication de ce phe´nome`ne est que lorsque LB diminue, le lieu des singularite´s paralle`les se
rapproche du point de l’espace Carte´sien en lequel on se trouve pour observer κ44 (ici le point
Q1 ou Q2). Lorsque LB atteint une certaine valeur, le point Q1 ou Q2 devient une configuration
singulie`re et la rigidite´ est perdue, ce qui explique que κ44 tende vers +∞. On constatera ce
phe´nome`ne pour d’autres κij.
Selon le point de (Q1Q2) ou` l’on se trouve, les racines carre´es des termes P1, P2, P3, P12,
P13 et P23 imposent une valeur minimum a` LB, ce qui explique que les courbes jaunes soient
tronque´es. On constatera e´galement ce phe´nome`ne pour d’autres κij.
Il faut noter que κ44 diminue lorsque LB augmente, aussi bien en Q1 qu’en Q2. Cela signifie
que la rigidite´ de l’Orthoglide augmente avec LB. Or l’intuition incite a` penser le contraire, a`
savoir que plus les membrures sont longues, plus faible est la rigidite´. Ce n’est pas le cas ici et il
faut le remarquer. Par contre c’e´tait le cas a` l’isotropie, on a constate´ en effet lors de l’e´tude de
Kb que si LB augmentait alors la rigidite´ diminuait. Mais ce phe´nome`ne e´tait peu perceptible
car a` l’isotropie l’influence de LB est faible par rapport aux autres parame`tres. On constatera
ce phe´nome`ne non-intuitif pour d’autres κij.
κ44 est maximum lorsque λ (noir) augmente de 135% en Q2, et de 66% en Q1.
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Lorsque Lf (rose) augmente, κ44 augmente ce qui est en accord avec l’intuition.
Par ailleurs, hf a moins d’influence que bf en Q2 et plus d’influence en Q1.
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Fig. 4.28 – Variations de κ44(t)/κ44initiale
• E´le´ment κ14
κ14 est un e´le´ment de couplage dont l’unite´ est le N
−1. κ14 transforme des Newtons en radians
ou des N.mm en mm. En effet, de meˆme que κ15 et κ16, κ14 relie les forces (resp. couples)
exte´rieures aux rotations (resp. translations) compliantes de l’outil ou plate-forme mobile. On
observe κ14 le long de l’axe (Q1Q2) en fonction de Z sur la Fig. 4.29. κ14 vaut 0 a` l’isotropie
lorsque z = 0.
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Fig. 4.29 – Variation de κ14 en fonction de z le long de (Q1Q2)
Sur la Fig. 4.30, on peut observer l’influence des parame`tres ge´ome´triques sur κ14, en Q1
(graphique de gauche) et en Q2 (graphique de droite).
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On remarque que lorsque λ = 0, alors κ14 atteint un maximum.
D’autre part si LB augmente, κ14 diminue ce qui est contraire a` l’intuition. C’est le phe´nome`ne
que l’on avait constate´ pour κ44.
Si on re´duit LB de 21% en Q1 ou de 44% en Q2, κ14 tend vers +∞. L’explication est la meˆme
que celle donne´e pour κ44 : Q1 (resp. Q2) deviennent des configurations singulie`res lorsque LB
diminue de 21% en Q1 (resp. de 44%).
Diminuer bf ou hf augmente κ14, et inversement. Pour une meˆme variation de bf et de hf ,
la variation de bf a plus d’influence sur κ14. Par exemple si bf augmente de 10%, κ14 diminue
davantage que si hf augmente de 10%.
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Fig. 4.30 – Variation de κ14(t)/κ14initiale en fonction des parame`tres
• E´le´ment κ15
κ15 est, comme κ14, un e´le´ment de couplage. On observe κ15 en fonction de z le long de l’axe
Q1Q2 sur la Fig. 4.31. κ15 est ne´gatif entre Z = −74 (en Q1) et Z = 0, κ15 est minimum en
Z=-49.
Sur la Fig. 4.32, on fait varier κ15 en fonction des parame`tres ge´ome´triques, en Q1 (a` gauche)
et en Q2 (a` droite).
Si on re´duit LB de 41% en Q1 ou de 29% en Q2, alors κ15 tend vers l’infini et change de
signe, passant de positif a` ne´gatif.
Une meˆme variation de e a plus d’influence sur κ15 au point Q1 qu’au point Q2.
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Fig. 4.31 – Variation de κ15 en fonction de z le long de (Q1Q2
En Q2, κ15 est maximum lorsque λ = 0 et minimum lorsque λ augmente de 152%. Une
augmentation de λ au-dela` de pi
2
n’est pas re´aliste, par contre il faut retenir qu’augmenter λ
diminue κ15, donc augmente la rigidite´.
L’influence des parame`tres sur κ15 est assez inte´ressante en Q1. On observe que :
1. κ15 atteint un maximum lorsque LB (resp. Lf ) augmente de 54% (resp. 38%) ;
2. κ15 s’annule et devient positif (resp. ne´gatif) lorsque LB (resp. Lf ) diminue de 9% (resp.
augmente de 27%) ;
3. κ15 atteint un minimum lorsque λ diminue de 20% ;
4. κ15 atteint un maximum lorsque bf diminue de 10%, s’annule et change de signe (devient
ne´gatif) lorsque bf diminue de 43%.
Interpre´ter ces observations est complique´. Les changements de signe et les extremums
locaux de κ15 sont duˆs a` l’influence des diverses liaisons e´lastiques. Pour trouver une explication,
il faudrait analyser l’influence de chaque parame`tre, c’est-a`-dire faire varier inde´pendament la
longueur des barres LB1 de la jambe 1, puis la longueur LB2 des barres de la jambe 2, etc...
• E´le´ment κ16
On observe κ16 le long de l’axe Q1Q2 en fonction de z sur la Fig. 4.33. κ16 s’annule en z = 0,
c’est-a`-dire a` l’isotropie. κ16 est positif lorsque z < 0, et ne´gatif lorsque z > 0.
Sur la Fig. 4.34, on fait varier κ16 en fonction des parame`tres ge´ome´triques, au point Q1 (a`
gauche) puis au point Q2 (a` droite).
L’influence des diffe´rents parame`tres est a` peu pre`s la meˆme en Q1 ou en Q2 : augmenter
LB, bf ou hf diminue κ16, donc accroˆıt la rigidite´. κ16 augmente avec e ou Lf . d et SB ont peu
d’influence.
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Fig. 4.32 – Variation de κ15(t)/κ15initiale
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Fig. 4.33 – Variation de κ16 en fonction de z le long de (Q1Q2)
Si LB diminue de 29% en Q2 (resp. de 42% en Q1) alors κ16 tend vers +∞ car Q1 (resp.
Q2) devient une configuration singulie`re.
• E´le´ment κ45
κ45 est un e´le´ment de couplage qui relie par exemple la force exte´rieure dirige´e selon l’axe x a` la
translation compliante de l’outil selon les directions y et z. La Fig. 4.35 repre´sente l’e´volution
de κ45 le long de l’axe Q1Q2 en fonction de Z. κ45 s’annule en z = 0, est positif lorsque z < 0,
et ne´gatif lorsque z > 0.
Sur la Fig. 4.36, on fait varier κ45 en fonction des parame`tres ge´ome´triques, au point Q1 (a`
gauche) et au point Q2 (a` droite).
On constate que κ45 diminue lorsque LB, bf ou hf augmentent. hf est plus influent que bf
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Fig. 4.34 – Variation de κ16(t)/κ16initiale en fonction des parame`tres
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Fig. 4.35 – Variation de κ45 en fonction de z le long de (Q1Q2)
en Q1, tandis que bf est plus influent que hf en Q2.
En Q1 (resp. Q2), diminuer λ diminue (resp. augmente) κ45, qui atteint un minimum (resp.
un maximum) lorsque λ = 0. Un maximum est atteint en Q1 si λ augmente de 70% et en Q2
si λ augmente de 130%.
Une fois encore, on constate qu’augmenter LB rigidifie la structure, car κ15 diminue avec
LB.
• Conclusions
Lorsque l’on se trouve en un point quelconque de l’EDR, les expressions symboliques des
e´le´ments κij ne sont pas visualisables telles quelles. Ne´anmoins on peut les utiliser comme
des fonctions multivariables afin d’observer et d’analyser l’influence de chaque parame`tre sur
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Fig. 4.36 – Variation de κ45(t)/κ45initiale en fonction des parame`tres
la rigidite´.
C’est ce que nous venons de faire. Nous avons mesure´ et observe´ en Q1 et en Q2 l’influence
des parame`tres ge´ome´triques sur les κij. Nous allons rassembler les re´sultats de cette analyse
dans le Tab. 4.9 afin de de´gager des tendances lisibles parmi les observations effectue´es. La
signification des symboles utilise´s dans le tableau est :
– 0 : aucune influence par rapport aux autres parame`tres ;
– +/- : influence faible sur l’augmentation/diminution de la rigidite´ ;
– ++/- - influence moyenne sur l’augmentation/diminution de la rigidite´ ;
– +++/- - - influence importante sur l’augmentation/diminution de la rigidite´.
Influence
Parame`tre Diminution Augmentation
Lf +++ - - -
hf - - - +++
bf - - - +++
λ - -/++ - -/++
d - 0
LB - - - ++
SB - 0
e ++ - -
Tab. 4.9 – Tableau de synthe`se sur l’influence des parame`tres sur la rigidite´
Il n’est pas possible de se prononcer sur l’influence de l’angle λ. On peut dire que cette
influence est moyenne par rapport aux autres parame`tres, mais avant tout variable suivant le
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point de l’espace Carte´sien et l’e´le´ment κij conside´re´.
Le Tab. 4.9 donne une ide´e moyenne de l’impact de la variation de chaque parame`tre en Q1,
en Q2, a` l’isotropie, c’est une fac¸on concise de pre´senter les re´sultats de l’analyse parame´trique,
meˆme si certains de´tails n’apparaissent pas : par exemple, le Tab. 4.9 ne rend pas compte du
fait que l’influence de Lf sur κ15 en Q1 est surprenante.
Cependant, il est possible qu’en certains points de l’EDR l’influence des parame`tres soit
modifie´e de fac¸on non-ne´gligeable. On a par exemple observe´ aux points Q1 et Q2 que la
variation de κij en fonction de LB est contraire a` l’intuition. Mais ce phe´nome`ne peut ne pas
exister en d’autres points de l’EDR.
Il est donc important de mener une analyse parame´trique globale des κij, en observant
l’influence des parame`tres ge´ome´triques en plusieurs points de la surface de l’EDR. Ainsi, les
conclusions sur l’influence des parame`tres ge´ome´triques seront meilleures.
Il serait possible de re´aliser les courbes de ce paragraphe a` partir de calculs nume´riques,
mais il faudrait choisir a` l’avance quelles courbes tracer. Or une des difficulte´s du proble`me
est de mettre en e´vidence l’influence des parame`tres au moyen de courbes se´lectionne´es. Pour
cela, il est ne´cessaire de disposer d’outils flexibles permettant de faire varier facilement chaque
parame`tre, ce que permet le mode`le symbolique que nous avons imple´mente´.
• Remarque :
Lors de la conception d’un Orthoglide, prescrire les coordonne´es des points Q1 et Q2, som-
mets de l’EDR cubique de´fini dans le paragraphe 4.4.2, permet de prescrire la taille de l’EDR,
mais aussi de calculer la longueur LB des barres du paralle´logramme [Chablat 03]. Admet-
tons que cette phase soit la premie`re e´tape de la conception ge´ome´trique d’un Orthoglide, et
qu’ensuite on effectue une analyse parame´trique de rigidite´.
Si a` la suite de cette analyse, semblable a` celle que nous venons de mener, le concepteur
de´cide d’augmenter LB pour accroˆıtre la rigidite´, alors il va modifier les dimensions de l’EDR
cubique et la position des points Q1 et Q2. Lorsque LB varie, les dimensions de l’EDR cubique
changent, les sommets Q1 et Q2 se de´placent le long de la droite x = y = z, ils se´loignent l’un de
l’autre si LB augmente. A` priori, augmenter LB ne modifiera pas les re´sultats que nous avons
observe´ pour les autres parame`tres, par contre les dimensions prescrites pour l’EDR seront
modifie´es, les coordonne´es des points Q1 et Q2 ne seront plus les meˆmes, il ne faut pas perdre
ce de´tail de vue. Dans l’espace Carte´sien, les frontie`res de l’EDR, zone d’usinage saine, seront
modifie´es.
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Une fac¸on de concevoir un Orthoglide pourrait alors eˆtre :
1. De´finition de la longueur LB pour un EDR cubique prescrit [Chablat 03] ;
2. Optimisation des autres parame`tres -sauf LB- pour augmenter la rigidite´ en utilisant les
expressions symboliques des e´le´ments κij.
4.6.3 Observation de κ44 dans tout l’EDR
Nous allons donc traiter dans ce paragraphe un exemple d’analyse parame´trique globale.
On choisit d’observer l’e´le´ment κ44 de la matrice de complaisance. L’objectif est de se faire une
ide´e la plus juste possible de l’influence des parame`tres sur κ44 dans tout l’EDR.
Pour cela, il faut choisir un certain nombre de points qui sont repre´sentatifs du volume global
de l’EDR. Ensuite, a` partir de l’observation en chaque point de l’influence des parame`tres sur
κ44, on pourra conclure globalement. Ces points sont repre´sente´s sur la Fig. 4.37. Ils sont au
nombre de 14. On a trace´ une diagonale de la surface cubique a` laquelle ils appartiennent pour
plus de clarte´. Ils sont re´gulie`rement re´partis sur l’EDR : ce sont les 8 sommets du cube et les
6 centres des faces.
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Fig. 4.37 – Points d’observation de κ44 pour une analyse parame´trique globale
Les courbes repre´sentant les variations de κ44(t)/κinitiale en fonction des pourcentages de
variation des diffe´rents parame`tres sont repre´sente´es dans le Tab. 4.10 et le Tab. 4.11. Attention,
l’e´chelle du graphe au point FRS n’est pas la meˆme que l’e´chelle des autres graphes. L’intervalle
de variation de κ44(t)/κinitiale est [0,4] et non [0,3].
Il s’agit d’observer toutes les courbes et d’en tirer des conclusions globales sur l’influence
des parame`tres sur κ44.
L’influence de certains parame`tres varie peu avec la position Carte´sienne. L’influence de Lf
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Variation t (%) Variation t (%) Variation t (%)
En P1 En Q1 En R1
Variation t (%) Variation t (%) Variation t (%)
En S1 En F1 En FPS
Tab. 4.10 – Variation de κ44(t)/κ44initiale en fonction des parame`tres : graphe 1
(rose), de SB (bleu fonce´) ou de d (bleu clair) par exemple, qui est conforme a` ce que l’on avait
observe´ le long de (Q1Q2). Les expressions symboliques de κ44(Lf ), κ44(SB) et κ44(d) en un
point quelconque de l’EDR sont assez simples et permettent de comprendre l’allure des courbes
observe´es :
κ44(Lf ) = α3L
3
f + α2L
2
f + α1Lf + α0
κ44(SB) =
α1
SB
+ α0
κ44(d) =
α1
d2
+ α0
Les coefficients αi sont des re´els qui de´pendent de la position Carte´sienne.
L’influence de hf (rouge) ou bf (verte) change avec la position Carte´sienne, mais la forme
des courbes κ44(t)/κinitiale, lorsque hf ou bf varie, reste proche de ce que l’on avait observe´ le
long de (Q1Q2). Les expressions symboliques de κ44(hf ) et κ44(bf ) en un point quelconque de
l’EDR sont e´galement assez simples :
κ44(hf ) =
α7h
7
f + α6h
6
f + α5h
5
f + α4h
4
f + α3h
3
f + α2h
2
f + α0
h3f (b
2
finitiale
+ h2f )
2
κ44(bf ) =
α7b
7
f + α6b
6
f + α5b
5
f + α4b
4
f + α3b
3
f + α2b
2
f + α0
b3f (h
2
finitiale
+ b2f )
2
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Variation t (%) Variation t (%) Variation t (%)
En FPQ En FRQ En FRS
Variation t (%) Variation t (%) Variation t (%)
En P2 En S2 En R2
Variation t (%)
En Q2
Tab. 4.11 – Variation de κ44(t)/κ44initiale en fonction des parame`tres : graphe 2
La variation de l’influence de la longueur des barres LB (jaune) est inte´ressante car la
forme de la courbe κ44(t)/κinitiale change de fac¸on significative suivant la position Carte´sienne.
κ44(t)/κinitiale posse`de un minimum aux points FPS (pour une augmentation de LB de 73%),
R1 (pour une augmentation de LB de 112%), FRQ (pour une diminution de LB de 59%) et FRS
(pour une augmentation de LB de 49.5%). On observe aussi au point FRQ que κ44 augmente
avec LB alors que c’est le contraire en tous les autres points. Aux points FRS et FPS, il faut
noter qu’augmenter LB a peu d’influence sur κ44(t)/κinitiale qui reste proche de 1. On observe le
meˆme phe´nome`ne dans une moindre mesure au point FRQ lorsque κ44 augmente avec LB. Les
points en lesquels l’augmentation de LB provoque la plus grande diminution de κ44(t)/κinitiale
sont S1 et P2. L’expression symbolique de κ44(LB) en un point quelconque peut eˆtre assez
volumineuse donc nous ne la donnerons pas.
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L’influence de e varie elle aussi suivant le point ou` l’on se trouve. Ne´anmoins, κ44(t)/κinitiale
augmente toujours avec e. L’expression symbolique de κ44(e) en un point quelconque est :
κ44(e) = α2e
2 + α1e+ α0
Les coefficients α2, α1 et α0 semblent eˆtre toujours positifs. κ44(t)/κinitiale augmente jusqu‘a` 1.5
au maximum en FPS, FPQ, FRQ, S2, R1 et F1 ; jusqu’a` 2 en P1, R2 et P2 ; jusqu’a` 2.6 en S1 et
jusqu‘a` 3 en FRS. L’influence de e est tre`s importante aux points S1 et FRS.
L’influence quantitative de λ varie beaucoup, mais pas son influence qualitative : κ44(t)/κinitiale
augmente avec λ quelle que soit la position Carte´sienne. L’expression symbolique de κ44(λ) en
un point quelconque est :
κ44(λ) = α1 cos
2(λ) + α2 cos(λ) + α3 cos(λ)sin(λ) + α4
Ainsi, le pourcentage dont doit varier λ pour que κ44(t)/κinitiale atteigne un maximum varie
suivant le point ou` l’on se trouve entre 50% et 150%, et le maximum a` atteindre entre 1.1 et
3.5.
Le Tab. 4.12 fait la synthe`se des observations que nous venons de faire concernant l’influence
des parame`tres sur κ44. Il n’est pas possible de conclure de´finitivement sur l’influence quantita-
tive de e, de LB et de λ mais le plus important est de de´terminer si κ44 augmente ou diminue
lorsque ces parame`tres augmentent, ce que l’on a fait.
Influence
Parame`tre Diminution Augmentation
Lf - - - +++
hf +++ - - -
bf +++ - - -
λ -/- - +/++
d 0 0
LB +++ 0/-/- -
SB 0 0
e -/- - +/++
Tab. 4.12 – Influence des parame`tres sur κ44
Pour une analyse globale de la rigidite´ de l’Orthoglide, il faudrait analyser chaque κij tel
que nous venons de le faire.
Puis, il faudrait de´finir pour chacun une zone de controˆle (voir paragraphe 4.6.2.1), afin
d’en choisir une seule qui convienne a` peu pre`s a` tous les κij, le but e´tant d’analyser les κij de
la meˆme manie`re que dans le paragraphe 4.6.2.2 ou` l’on a travaille´ le long de (Q1Q2), afin de
produire des re´sultats globaux pour un nombre limite´ de graphiques a` observer.
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4.7 Influence sur la rigidite´ de la variation simultane´e
de deux parame`tres
Jusqu’a` pre´sent, nous avons observe´ l’influence sur la rigidite´ de la variation d’un seul
parame`tre a` la fois. Les expressions symboliques des κij permettent aussi d’observer l’influence
de la variation simultane´e de deux parame`tres.
Imaginons par exemple que l’on souhaite augmenter le volume de l’espace de travail attei-
gnable. Il faut pour cela e´loigner le paralle´logramme du guidage prismatique afin d’e´viter les
collisions. Il faut donc augmenter Lf la longueur du pied. Mais alors la rigidite´ va diminuer
comme on l’a vu. Pour conserver les meˆmes caracte´ristiques de rigidite´, il faut modifier un
autre parame`tre ge´ome´trique, dont la variation ne doit pas affecter l’augmentation du volume
de l’espace de travail atteignable obtenue en augmentant Lf .
L’e´tude parame´trique que nous avons mene´e dans le paragraphe 4.6 nous permet d’identi-
fier facilement quels parame`tres pourraient aider a` compenser la perte de rigidite´ duˆe a` une
augmentation de Lf : les parame`tres de´finissant la section du pied, hf et bf . En effet, ces deux
parame`tres ont une influence importante sur la rigidite´ (voir Tab. 4.9) et leur augmentation
n’affectera pas le gain en volume atteignable obtenu en augmentant Lf . Le seul proble`me, qui
a e´te´ aborde´ dans le paragraphe 4.6.1.4, sera celui de l’augmentation du poids du pied. Dans ce
cas si l’on veut que les performances dynamique soient conserve´es, il faudra choisir des moteurs
plus puissants.
On choisit par exemple d’observer les variations des raideurs torsionnelle Ka et translation-
nelle Kb a` l’isotropie. Sur les Fig. 4.38 et 4.39, on a repre´sente´ les e´volutions de Ka/Kainitiale et
de Kb/Kbinitiale lorsque t1, le pourcentage de variation de hf (resp. bf ), et t2 le pourcentage de
variation de Lf , varient.
Sur la Fig. 4.38, on observe qu’augmenter hf ou bf permet de compenser sans aucun
proble`me la diminution de Ka duˆe a` l’augmentation de Lf . Si par exemple on augmente Lf de
50%, il faut augmenter hf de 34% ou bf de 16% pour que Ka retrouve la valeur Kainitiale .
Sur la Fig. 4.39, on observe de meˆme qu’augmenter hf ou bf permet de compenser la
diminution de Kb duˆe a` l’augmentation de Lf . Mais si par exemple on augmente Lf de 50%, il
faut augmenter hf de 48% ou bf de 245% pour que Kb retrouve la valeur Kbinitiale .
Augmenter hf pour compenser la perte de rigidite´ duˆe a` l’augmentation de Lf est donc plus
judicieux qu’augmenter bf , car le gain de poids du pied est moindre.
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(a) Ka(thf , tLf )/Kainitiale (b) Ka(tbf , tLf )/Kainitiale
Fig. 4.38 – Variations de Ka/Kainitiale en fonction de hf , bf et Lf
(a) Kb(thf , tLf )/Kbinitiale (b) Kb(tbf , tLf )/Kbinitiale
Fig. 4.39 – Variations de Kb/Kbinitiale en fonction de hf , bf et Lf
Nous venons d’illustrer une autre utilisation possible de la matrice de complaisance sous
forme symbolique. L’inte´reˆt pour le concepteur est ici d’observer l’influence sur la rigidite´
de deux parame`tres ge´ome´triques qui varient simultane´ment. On voit apparaˆıtre un proble`me
d’optimisation multicrite`res : augmenter le volume de travail en modifiant Lf , tout en conservant
les meˆmes caracte´ristiques de rigidite´, avec un gain de poids minimum pour le pied, en faisant
varier les parame`tres hf et bf .
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4.8 Influence de la longueur LB3 des barres de la jambe
verticale
Dans le paragraphe 3.5.3, on a e´value´ l’Orthoglide selon l’indiceWDR/W lorsque la longueur
LB3 des barres de la jambe verticale varie. On a fait varier LB3 de 0.5 a` 2.5 fois LB, LB e´tant
la longueur des barres des 2 autres jambes. Graˆce aux expressions des κij obtenues sous forme
symbolique, on va pouvoir analyser les conse´quences sur la rigidite´ d’une variation de LB3 . C’est
une autre utilisation possible des expressions symboliques.
On va par exemple observer sur la Fig. 4.40 l’influence de LB3 sur κ33/κ33initiale et sur
κ44/κ44initiale le long de l’axe (Q1Q2). tLB3 est le pourcentage de variation de LB3 , et κ33initiale
(resp. κ44initiale) est calcule´ a` l’isotropie en fonction des valeurs initiales des parame`tres.
(a) Variation de κ33(z, tLB3 )/κ33initiale (b) Variation de κ44(z, tLB3 )/κ44initiale
Fig. 4.40 – Variations de κ33(z, tLB3 )/κ33initiale et κ44(z, tLB3 )/κ44initiale le long de (Q1Q2)
On observe que κ33(z, tLB3 )/κ33initiale est quasiment constant le long de (Q1Q2), et que
κ44(z, tLB3 )/κ44initiale ne de´pend quasiment pas de LB3 lorsque z est fixe´, sauf a` proximite´ des
points Q1 et Q2 et lorsque LB3 dominue de plus de 20%. On peut donc conclure que LB3 n’a
pas beaucoup d’influence sur la rigidite´ le long de (Q1Q2).
Pour formuler une conclusion de´finitive, il faudrait bien suˆr observer tous les κij(x, y, z, tLB3 )
dans tout l’EDR. Ne´anmoins, on peut le´gitimement penser qu’avec la mode´lisation adopte´e pour
l’Orthoglide flexible, augmenter LB3 a peu d’influence sur la rigidite´. C’est inte´ressant car on
vu dans le paragraphe 3.5.3 que l’indice WDR/W augmente lorsque LB3 augmente. On peut
donc ame´liorer cet indice sans conse´quences pour la rigidite´.
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4.9 Analyse des de´placements compliants de l’outil
Une autre utilisation inte´ressante des expressions symboliques des κij est l’observation des
de´placements compliants de l’outil soumis aux efforts de coupe. Les e´quations avec lesquelles on
calcule la matrice de complaisance sont construites a` partir du principe des travaux virtuels. On
fait par conse´quent l’hypothe`se que les conditions de coupe simule´es sont quasi-statiques. Dans
ce paragraphe on va simuler l’usinage d’une rainure. Bien suˆr, la compliance d’une PKM n’est
pas la principale source d’erreur, et calculer l’erreur de poursuite avec un mode`le de rigidite´
sans prendre en compte les erreurs de mode´lisations du me´canisme et les erreurs de commande
n’est pas re´aliste. L’analyse qui va suivre peut donc eˆtre avantageusement comple´te´e par la
prise en compte de ces autres sources d’erreurs.
4.9.1 Calcul des de´placements compliants
w repre´sente le torseur statique des efforts de coupe applique´s sur l’outil lors de l’usinage
d’une rainure le long de l’axe Y (Fig. 4.41).
z
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z
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F
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Fig. 4.41 – Usinage d’une rainure
w =
{
T
F
}
avec F =


Fx
Fy
Fz

 et T =


−Fyhz
Fxhz
0


Les de´placements compliants de la plate-forme mobile valent :
t = κw
Avec :
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t =
{
Ω
V
}
avec Ω =


ωx
ωy
ωz

 et V =


vx
vy
vz


Les de´placements compliants a` la pointe de l’outil valent :
ttool =
{
Ω
V + Ω× hzz
}
4.9.2 Exemple d’une de´composition en cascade d’un de´placement
Les expressions symboliques obtenues pour les de´placements compliants de l’outil sont vo-
lumineuses. On peut donc utiliser la de´composition en cascade propose´e, et l’appliquer par
exemple au terme vz, qui est le de´placement selon l’axe Z :
vz = −Fyhzκ16 + Fxhzκ26 + Fxκ46 + Fyκ56 + Fzκ66
On extrait de vz le nume´rateur Nvz et le de´nominateur Dvz . Nvz (resp. Dvz) est une fonction
de 24 (resp. 14) parame`tres :
vz =
Nvz(Lf , hf , bf , cos(λ), sin(λ), d, LB, SB, e, Fx, Fy, Fz, hz, x, y, z, P1, P2, P3, P12, P13, P23, kact, E)
Dvz(hf , bf , d, LB, SB, x, y, z, P1, P2, P3, P12, P13, P23, kact, E)
La Fig. 4.1 et le Tab. 4.13 de´crivent les diffe´rents parame`tres et leur degre´ dans Nvz et Dvz .
Voici un autre exemple de de´composition en cascade, celle de l’expression symbolique de
Nvz . L’ordre dans lequel les variables sont extraites est arbitraire.
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Parame`tre Degre´
dans
Nvz
Degre´
dans
Dvz
Description
Lf 3 0 Longueur du pied, voir Fig.4.1
hf , bf 5 5 Dimensions de la section du pied
d 2 2 Distance entre les barres du pa-
ralle´logramme
cos(λ) 2 0 λ est l’angle entre l’axe du pied et
l’axe de la liaison prismatique
sin(λ) 1 0 idem
LB 6 0 Longueur des barres du pa-
ralle´logramme
SB 1 1 Surface de la section droite des
barres du parelle´logramme
e 2 0 Voir Fig. 4.1
Fx, Fy, Fz 1 0 Forces exerce´es sur l’outil
hz 1 0 Offset vertical
x, y, z 4 2 Coordonne´es Carte´siennes
P1, P2, P3 1 1 P1 =
√
LB
2 − x2
P2 =
√
LB
2 − y2
P3 =
√
LB
2 − z2
P12, P23, P13 1 2 P12 =
√
LB
2 − x2 − y2
P23 =
√
LB
2 − y2 − z2
P13 =
√
LB
2 − x2 − z2
E 1 1 Module d’Young
kact 1 1 Raideur de l’actionneur
Tab. 4.13 – Variables dans Nvz et Dvz
Nvz(Lf . . . kact) → Nvz(Lf ) = a3L3f + a2L2f + a1Lf + a0
↪→ ai1(hf . . . kact) → ai1(hf ) = b5h5f . . . b1hf + b0 (i1 = 0, 1, 2, 3)
↪→ bi2(bf . . . kact) → bi2(bf ) = c5b5f . . . c1bf + c0 (i2 = 0, 1...5)
↪→ ci3(d . . . kact) → ci3(d) = d2d2 + d1d+ d0 (i3 = 0, 1...5)
↪→ di4(cos(λ) . . . kact) → di4(cos(λ)) = e2 cos2(λ) + e1 cos(λ) + e0 (i4 = 0, 1, 2)
↪→ ei5(sin(λ) . . . kact) → ei5(sin(λ)) = f1 sin(λ) + f0 (i5 = 0, 1, 2)
↪→ fi6(LB . . . kact) → fi6(LB) = g6L6B + g5L5B . . .+ g1LB + g0 (i6 = 0, 1)
↪→ gi7(SB . . . kact) → gi7(SB) = h1SB + h0 (i7 = 0 . . . 6)
↪→ hi8(e . . . kact) → hi8(e) = i2e2 + i1e+ i0 (i8 = 0, 1)
↪→ ii9(Fx . . . kact) → ii9(Fx) = j1Fx + j0 (i9 = 0, 1, 2)
↪→ ji10(Fy . . . kact) → ji10(Fy) = k1Fy + k0 (i10 = 0, 1)
↪→ ki11(Fz . . . kact) → ki11(Fz) = m1Fz +m0 (i11 = 0, 1)
↪→ mi12(hz . . . kact) → mi12(hz) = n1hz + n0 (i12 = 0, 1)
↪→ ni13(x . . . kact) → ni13(x) = p4x4 . . . p1x+ p0 (i13 = 0, 1)
↪→ pi14(y . . . kact) → pi14(y) = q4y4 . . .+ q1y + q0 (i14 = 0 . . . 4)
↪→ qi15(z . . . kact) → qi15(z) = r4z4 . . .+ r1z + r0 (i15 = 0 . . . 4)
↪→ ri16(P1 . . . kact) → ri16(P1) = s1P1 + s0 (i16 = 0 . . . 4)
↪→ si17(P2 . . . kact) → si17(P2) = t1P2 + t0 (i17 = 0, 1)
↪→ ti18(P3 . . . kact) → ti18(P3) = u1P3 + u0 (i18 = 0, 1)
↪→ ui19(P12 . . . kact) → ri19(P12) = v1P12 + v0 (i16 = 0 . . . 4)
↪→ vi20(P23 . . . kact) → vi20(P23) = w1P23 + w0 (i17 = 0, 1)
↪→ wi21(P13 . . . kact) → wi21(P13) = x1P13 + x0 (i21 = 0, 1)
↪→ xi22(E, kact) → xi22(E) = y1E + y0 (i22 = 0, 1)
↪→ yi23(kact) → yi23(kact) = z1E + z0 (i23 = 0, 1)
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Il n’est la` encore pas possible d’isoler comple`tement les variables LB, x, y et z a` cause des
racines carre´es des termes P1, P2, P3, P12, P13, P23 qui subsistent dans l’expression symbolique
de Nvz .
4.9.3 Choix d’une zone de travail en fonction de la taˆche
Avec l’expression symbolique du de´placement de l’outil, on peut e´valuer l’erreur de poursuite
duˆe aux efforts de coupe le long de la trajectoire de la rainure. Les parame`tres variables sont
les coordonne´es Carte´siennes (x, y, z). L’expression symbolique de l’erreur de poursuite peut
alors servir a` de´terminer une zone de l’EDR favorable pour l’usinage d’une rainure ou de toute
autre forme, c’est-a`-dire une zone dans laquelle l’erreur de poursuite est faible.
Pour e´valuer les efforts de coupe, on utilise un logiciel de simulation d’usinage a` grande
vitesse [Dugas 02]. En fonction des conditions de coupe, ce logiciel donne les efforts de coupe
moyens. Nous nous plac¸ons dans les conditions suivantes :
– Vitesse de broche N=20,000 tr.min−1 ;
– Vitesse d’avance Vf=40 m.min
−1, selon l’axe Y ;
– Profondeur de passe 5.10−3mm ;
– Outil fraise boule de diame`tre Φ = 10mm munie de 2 plaquettes ARS ;
– Mate´riau a` usiner 40 CMD 8.
Ces conditions de coupe sont re´alistes dans un contexte UGV. Les efforts de coupe simule´s
valent :
Fx = 215N
Fy = −10N
Fz = −25N
Ces efforts vont permettre de simuler le de´placement compliant de l’outil dans l’EDR, le long
de trajectoires correspondant a` l’usinage d’une rainure oriente´e selon l’axe Y (voir Fig. 4.41).
On choisit hz=100mm.
L’erreur de poursuite le long d’une trajectoire est la projection du vecteur de´placement com-
pliant de l’outil dans le plan perpendiculaire a` la trajectoire. Soient une trajectoire caracte´rise´e
par ses coordonne´es (xt, zt), et un point P de coordonne´es (xt, yP , zt), situe´ sur cette trajectoire
(Fig. 4.42). L’erreur de poursuite au point P vaut :
δP =
√
v2x + v
2
z
Les trajectoires sont de´finies dans l’EDR, donc xt et zt varient dans l’intervalle [-73.65 ;126.35].
La Fig. 4.43 repre´sente l’erreur de poursuite le long de l’axe Q1Q2. Cette courbe donne une
ide´e de la zone de l’EDR ou` l’erreur de poursuite est la plus faible, meˆme si chaque point de
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Erreur de poursuite
compliants au point P(x ,y  ,z  )
P tt
Vx
Vy
Vz
VP =
κ w
Z
Y
X
X
Z
P
t
t
Vecteur des déplacements 
Fig. 4.42 – Calcul de l’erreur de poursuite
la courbe repre´sente seulement l’erreur de poursuite en un seul point de chaque rainure repe´re´e
par le couple (xt, zt), puisque les rainures sont oriente´es selon l’axe Y . La zone ou` l’erreur de
poursuite est faible se trouve dans les z compris dans l’intervalle [40 ;80].
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Fig. 4.43 – Erreur de poursuite le long de Q1Q2
Pour obtenir des informations plus exactes et plus pre´cises, il faut calculer l’erreur de pour-
suite maximum le long de chaque rainure oriente´e selon l’axe Y . On a constate´ que l’erreur de
poursuite maximale se trouvait toujours aux extre´mite´s de la trajectoire. La Fig. 4.44 illustre
cette constatation : elle repre´sente l’erreur de poursuite le long de la rainure repe´re´e par les
coordonne´es (0, 0). On voit bien que l’erreur maximale est atteinte lorsque y = −73.65, soit
a` une des extre´mite´s de la rainure. Selon le couple (xt, zt), le maximum peut eˆtre atteint en
y = −73.65 ou en y = 126.35.
La Fig. 4.45 repre´sente donc l’erreur de poursuite maximum pour chaque rainure repe´re´e par
ses coordonne´es (xt, zt). Les re´sultats obtenus mettent clairement en e´vidence une zone de l’EDR
dans laquelle l’erreur de poursuite maximale est faible. Dans cette zone, x varie dans l’intervalle
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Fig. 4.44 – Erreur de poursuite le long de la rainure repe´re´e par x = z = 0
[-73.65 ;0] et z varie dans l’intervalle [50 ;126.35]. Il est difficile d’expliquer pourquoi l’erreur de
poursuite maximum est plus faible dans cette zone. Cela de´pend bien suˆr des efforts applique´s,
de leur intensite´ et de leur direction, mais aussi de la re´action de chaque liaison e´lastique aux
efforts transmis par la jambe en fonction des coordonne´es Carte´siennes. L’information obtenue,
a` savoir la localisation de la zone ou` l’erreur de poursuite est la plus faible, est ne´anmoins d’un
grand inte´reˆt pour l’utilisateur.
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Fig. 4.45 – Erreur de poursuite maximale le long d’une rainure selon l’axe Y
Une autre utilisation de l’expression symbolique des de´placements serait l’optimisation des
parame`tres ge´ome´triques afin de minimiser l’erreur de poursuite pour des efforts de coupe fixe´s.
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Cela reviendrait a` optimiser la conception ge´ome´trique en fonction de la taˆche. Il vaut mieux
faire ce que nous avons fait dans le paragraphe 4.6, c’est-a`-dire chercher a` augmenter la rigidite´
en modifiant les parame`tres a` partir de l’analyse des e´le´ments de la matrice de complaisance.
Ainsi, on ame´liore la rigidite´ globale, ce qui est profitable a` toutes les taˆches d’usinage auxquelles
est destine´e la machine, et pas a` une seule.
4.10 Comparaison du mode`le de rigidite´ avec des
mesures, avec un mode`le e´le´ments finis
4.10.1 Mesure expe´rimentale de la raideur
Des essais ont e´te´ mene´s a` l’IRCCyN pour mesurer la raideur du prototype de l’Orthoglide
et comparer les re´sultats avec ceux obtenus graˆce au Mode`le a` Membrures Rigides (MMR)
utilise´ dans ce chapitre.
Le protocole expe´rimental est simple : des masses suspendues a` des fils avec un syste`me de
poulies permettent de solliciter en force la plate-forme mobile selon les trois directions X, Y , et
Z. Les de´placements de celle-ci sont mesure´s avec des comparateurs selon les trois directions.
Un seul re´sultat est disponible, c’est la matrice de raideur translationnelle a` l’isotropie, note´e
Kt. Elle relie les forces applique´es sur la plate-forme mobile aux de´placements en translation
de celle-ci. Ses e´le´ments sont exprime´s en N.mm−1. Kt vaut :
Kt =


200 100 10
100 200 20
10 20 200


La matrice de raideur translationnelle a` l’isotropie obtenue avec le MMR, note´e Ktmodele,
vaut quant a` elle :
Ktmodele =


2715 0 0
0 2715 0
0 0 2715


L’ordre de grandeur des e´le´ments diagonaux de Ktmodele est 10 fois plus grand que celui
des e´le´ments de Kt. Notre MMR est donc plus rigide que le prototype qu’il mode´lise. Si les
mesures sont correctes, cette diffe´rence peut s’expliquer par le fait que le MMR ne prend pas
en compte la flexibilite´ des liaisons cine´matiques entre membrures, ou que le jeu entre certaines
pie`ces du prototype n’a pas e´te´ rattrape´ avant de faire la mesure.
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On peut conside´rer que les e´le´ments Kt1,3 = 10 et Kt2,3 = 20 sont ne´gligeables par rapport
a` Kt1,1 = 200, Kt2,2 = 200, Kt3,3 = 200 et Kt1,2 = 100. Il est alors tre`s surprenant que Kt1,2
soit du meˆme ordre de grandeur que les e´le´ments diagonaux a` l’isotropie. A` part une erreur
de mesure, il est difficile d’expliquer ce phe´nome`ne, car clairement a` l’isotropie les termes de
couplage sont tre`s faibles.
Il faudrait mener une autre campagne de mesure afin d’en avoir le coeur net.
Le fait que le MMR de l’Orthoglide soit isostatique (alors que le prototype est hypersta-
tique) n’a aucune influence sur la diffe´rence entre Ktmodele et Kt. En effet, dans le cas de
l’Orthoglide hyperstatique c’est la distribution des couples dans les jambes qui pose proble`me,
pas la distribution des efforts. Or la matrice de raideur translationnelle relie les efforts aux
de´placements de la plate-forme, seulement les efforts et pas les couples.
4.10.2 Avec un mode`le e´le´ments finis
Un Mode´le E´le´ments Finis (MEF) de l’Orthoglide a e´te´ re´alise´ au LARAMA de l’IFMA a`
Clermont-Ferrand dans le cadre d’une collaboration entre l’IRCCyN et le LARAMA au sein du
projet ROBEA (programme national du CNRS).
Le MEF a permis de calculer les plages de variation des e´le´ments diagonaux Kt1,1, Kt2,2,
Kt3,3 de Kt, a` partir de la mode´lisation CAO de l’Orthoglide dans le logiciel e´le´ments finis
ANSYS. Il est important de souligner que le MEF est base´ sur un Orthoglide hyperstatique,
et qu’il prend en compte la flexibilite´ des liaisons cine´matiques (de type pivot) qui composent
chaque jambe. Malheureusement, seules les raideurs translationnelles ont e´te´ e´value´es ce qui,
pour les meˆmes raisons que dans le paragraphe pre´ce´dent, ne permet pas d’e´valuer l’influence
de l’hyperstatisme.
Les re´sultats du MEF sont seulement donne´s par plages de variation des Kti,j a` une altitude
donne´e. La Fig. 4.46 repre´sente par exemple l’e´volution de Kt1,1 en fonction de la position
Carte´sienne dans le plan (X,Y ) lorsque z = 0.
Pour pouvoir comparer ces re´sultats avec ceux du MMR, nous avons e´value´ les valeurs des
Kti,j obtenues a` partir du MEF en interpolant visuellement ces cartes de rigidite´.
Dans le Tab. 4.14, nous rassemblons les re´sultats obtenus aux points Q1, Q2 et a` l’isotropie.
L’objectif est de comparer le MEF au MMR. Les raideurs sont exprime´es en N.mm−1. Nous
avons laisse´ toute la plage de variation lorsque l’interpolation de la carte de rigidite´ obtenue
avec le MEF e´tait de´licate.
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Fig. 4.46 – Carte de rigidite´ de Kt1,1 pour z = 0
Kt1,1 Kt2,2
MEF MMR Diffe´rence MEF MMR Diffe´rence
Q1 2500 1653 51% 2000 1653 21%
Q2 2500 2437 2.6% 1000 2437 -59%
Isotropie 3500 2715 29% 3500/4000 2715 29%/47%
Kt3,3
MEF MMR Diffe´rence
Q1 3000 1653 81%
Q2 3000 2437 23%
Isotropie 3500/4000 2715 29%/47%
Tab. 4.14 – Comparaison du MMR avec un Mode`le E´le´ments Finis
On constate que les ordres de grandeur entre le MEF et le MMR sont identiques, compare´s
aux re´sultats obtenus expe´rimentalement, ce qui est inte´ressant pour la validite´ de notre mode`le.
En effet, le MEF est conside´re´ comme e´tant plus re´aliste que le MMR car la discre´tisation
des flexibilite´s est bien plus fine, et qu’en plus il prend en compte la flexibilite´ des liaisons
cine´matiques.
Mais les valeurs nume´riques du MEF et du MMR ne sont pas e´gales pour autant : on observe
des variations entre les re´sultats des deux mode`les allant de 2.6% a` 81% selon les coordonne´es
Carte´siennes (voir Tab. 4.14). A` premie`re vue il n’est pas possible de relier la variation des
re´sultats a` la position.
Par contre, les valeurs de Kt1,1, Kt2,2, Kt3,3 calcule´es avec le MEF le long de l’axe (Q1Q2) ne
sont pas e´gales, alors qu’elles le sont avec le MMR. Une explication peut eˆtre que la ge´ome´trie
184
du MMR est simplifie´e par rapport a` la ge´ome´trie re´elle du prototype qui a e´te´ utilise´e pour
imple´menter le MEF. En particulier, la plate-forme mobile du prototype est une pie`ce dont la
forme n’est pas du tout syme´trique par rapport a` l’axe (Q1Q2), ce que nous n’avons pas pris
en compte dans le MMR.
Il est ne´anmoins inte´ressant de constater que notre MMR, avec ses hypothe`ses simplifica-
trices (Orthoglide isostatique, flexibilite´s des liaisons cine´matiques pas prises en compte) permet
d’obtenir des re´sultats aux ordres de grandeur identiques a` ceux ceux obtenus avec le MEF,
meˆme si l’influence de l’hyperstatisme ne peut eˆtre e´value´e parce que les raideurs torsionnelles
n’ont pas e´te´ e´value´es a` l’aide du MEF.
L’avantage de notre MMR reste qu’il permet plus facilement que le MEF de de´tecter les
membrures critiques pour la rigidite´, graˆce aux expressions symboliques des e´le´ments de la
matrice de raideur. Le MMR est plus facile a` utiliser en pre´-conception que le MEF.
Une fois le MMR valide´, on peut l’utiliser pour l’aide a` la correction et au placement de
trajectoires d’usinage, afin de diminuer l’erreur de poursuite, le de´placement en translation ou
en rotation de l’outil. Le MMR de l’Orthoglide propose´ dans ce chapitre est repre´sentatif de
l’influence relative des parame`tres ge´ome´triques meˆme si les re´sultats quantitatifs ne sont pas
parfaitement e´gaux a` ceux obtenus avec le MEF.
4.11 Conclusions
Analyser la rigidite´ d’une PKM afin d’identifier les parame`tres ge´ome´triques influents et
savoir comment les modifier pour augmenter la rigidite´ est un proble`me tre`s important dont la
re´solution permet d’ame´liorer la pre´cision d’une PKM, ce qu’un concepteur de PKM cherche a`
faire en ge´ne´ral.
La contribution de ce chapitre, i.e. le calcul de la matrice de complaisance de l’Orthoglide
sous forme symbolique, est donc une contribution tre`s utile pour re´pondre a` ce proble`me. Na-
turellement, la complexite´ du mode`le ge´ome´trique de la PKM analyse´e peut geˆner la re´alisation
pratique de la programmation sous forme symbolique de la me´thode pre´sente´e dans [Gosselin 02].
La contribution de ce chapitre peut ne´anmoins eˆtre facilement adapte´e a` d’autres PKM a` trans-
lations munies de paralle´logrammes comme celles du chapitre pre´ce´dent, ce qui lui confe`re un
bon niveau de ge´ne´ricite´.
Nous avons e´galement illustre´ les possibilite´s offertes par le calcul de la matrice de com-
plaisance d’une PKM sous forme symbolique : de tre`s nombreuses informations peuvent eˆtre
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obtenues graˆce aux expressions symboliques des e´le´ments κij ou a` celles des de´placements
compliants produits par les efforts de coupe. L’analyse parame´trique de ces expressions per-
met la de´tection et la hie´rarchisation des membrures et des parame`tres ge´ome´triques critiques,
l’e´valuation rapide de la rigidite´ lorsque l’on modifie les parame`tres ge´ome´triques afin d’opti-
miser une architecture.
Chapitre 5
Conclusions
Dans ce dernier chapitre nous allons faire la synthe`se des re´sultats pre´sente´s dans les chapitres
pre´ce´dents. Nous allons orienter cette synthe`se vers la conception de PKM. En effet, les re´sultats que
nous avons propose´ s’inscrivent dans ce contexte, et il est important de rappeller de quelle fac¸on.
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5.1 E´tat de l’art de la conception de PKM
L’inte´reˆt du chapitre 2 est qu’il pre´sente un e´tat de l’art de´taille´ et actualise´ de la conception
de PKM. Ce chapitre relie de nombreux travaux the´oriques a` la conception de PKM.
Apre`s avoir rappele´ les notions et concepts de base en robotique paralle`le, nous avons
pre´sente´ les limites des machines outils se´rielles, et apre`s avoir explique´ brie`vement pourquoi
les PKM e´taient une alternative inte´ressante, e´tant donne´ les de´fauts des machines se´rielles
avec l’UGV, nous avons pre´sente´ une revue des familles de PKM existantes, industrialise´es ou
en voie de l’eˆtre. Nous avons en particulier pre´sente´ les diffe´rentes PKM a` translations, car
les contributions de cette the`se portent spe´cifiquement sur cette famille de PKM. Les PKM a`
translations sont en effet tre`s inte´ressantes car de nombreuses taˆches s’effectuent en 3 axes.
Puis, nous avons de´taille´ les principaux avantages et inconve´nients des PKM, et pre´sente´
quelques solutions pour re´soudre ces derniers, dont les plus geˆnants pour l’usinage sont la
pre´sence de singularite´s au voisinage desquelles la rigidite´ est perdue, le faible volume de tra-
vail par rapport a` l’encombrement, la forme complexe de l’espace de travail, la variation des
performances cine´tostatiques. Nous avons pre´sente´ une synthe`se comparative des avantages et
inconve´nients des PKM et des machines outils se´rielles, puis nous avons mis en e´vidence l’inte´reˆt
particulier de certains manipulateurs a` translations : les LTPM isotropes. Les LTPM isotropes
re´solvent en effet deux inconve´nients majeurs des PKM : ils posse`dent a` la fois un grand espace
de travail et des performances cine´tostatiques constantes, deux caracte´ristiques que les autres
PKM ne posse`dent malheureusement pas.
Nous nous sommes ensuite inte´resse´s a` la conception de PKM, qui englobe la synthe`se
structurelle et la synthe`se ge´ome´trique. La synthe`se structurelle est une taˆche tre`s complique´e
car elle implique de rationaliser le processus intellectuel mis en oeuvre par le concepteur de
me´canismes, qui est souvent base´ sur l’imagination, l’intuition et l’expe´rience. Des travaux
prometteurs existent, dont certains font appel a` des outils mathe´matiques de l’alge`bre line´aire :
la the´orie des visseurs ou le groupe de Lie des de´placements. La synthe`se ge´ome´trique de PKM
fait appel aux me´thodes d’optimisation, courantes en conception me´canique, qui permettent
de de´terminer les parame`tres ge´ome´triques en fonction de crite`res de performance prescrits,
e´value´s a` l’aide d’indices. La revue des indices de performance utilise´s en synthe`se ge´ome´trique
de me´canismes paralle`les fait apparaˆıtre un manque : la conception de PKM a besoin d’indices
de performance spe´cifiques prenant en compte les besoins re´els des utilisateurs.
Enfin, nous avons passe´ en revue les diffe´rentes caracte´ristiques d’une PKM qui influent
sur sa pre´cision, qui est un crite`re de performance fondamental. L’analyse de rigidite´ des PKM
est tre`s importante pour analyser les parame`tres ge´ome´triques critiques pour la pre´cision. Les
me´thodes existantes d’analyse de rigidite´ sont pre´sente´es, et l’une d’elles [Gosselin 02] retient
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notre attention car elle est tre`s ge´ne´rique tout en e´tant assez facile a` utiliser en pratique.
Le chapitre 2 a mis en e´vidence deux manques que cette the`se a contribue´ a` combler :
1. Le besoin d’indices de performance adapte´s aux PKM a` translations ;
2. Le besoin d’outils pour l’analyse de rigidite´ des PKM, flexibles et faciles a` utiliser en
pre´-conception.
5.2 Contributions Franco-Que´becoises a` la conception
de PKM
5.2.1 Contexte ge´oscientifique de la the`se
Cette the`se pre´sente l’originalite´ d’avoir e´te´ re´alise´e conjointement dans deux laboratoires,
l’un situe´ au Que´bec (Canada) et l’autre en France. Aussi, l’un des objectifs de ce manuscrit
est de re´aliser la fusion de travaux re´alise´s au sein d’e´quipes de recherche inde´pendantes. Cette
fusion est effective, car les contributions des chapitres 3, d’inspiration franc¸aise, et 4, d’inspira-
tion que´becoise, s’imbriquent l’une dans l’autre de fac¸on naturelle. La contribution du chapitre
3 s’appuie sur les travaux pre´sente´s dans [Chablat 03], et la contribution du chapitre 4 s’appuie
sur les travaux pre´sente´s dans [Gosselin 02].
5.2.2 Proposition d’une de´marche pour l’analyse et la conception
de PKM a` translations
Pour conclure, nous allons synthe´tiser les chapitres 3 et 4 sous la forme d’un sche´ma qui
re´sumera la de´marche propose´e dans cette the`se pour l’analyse et la conception de PKM a`
translations (Fig. 5.1).
Ce sche´ma re´sume la combinaison des contributions de cette the`se : analyse cine´tostatique
puis analyse de rigidite´, l’analyse cine´tostatique prenant en compte des parame`tres (par exemple
la longueur des barres du paralle´logrammes) sans influence pour la rigidite´ et re´ciproquement :
les parame`tres du pied, tre`s important pour la rigidite´, n’ont pas d’influence sur WDR/W ou
WDR/V . L’analyse de rigidite´ permet ainsi d’optimiser des parame`tres qui ne sont pas optimise´s
par l’analyse cine´tostatique, ce qui donne a` notre me´thode un caracte`re global.
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Fig. 5.1 – Me´thode pour choisir et optimiser une PKM a` translations
5.3 Perspectives
Les perspectives a` donner a` ce travail ont e´te´ mises en e´vidence tout au long des chapitres
3 et 4, car nous avons pris soin d’expliquer en de´tails les choix faits aux diffe´rentes e´tapes. Le
but e´tait de mettre clairement en e´vidence les pistes suivies et celles qui restaient inacheve´es.
Deux perspectives tre`s inte´ressantes a` explorer sont tout d’abord :
1. L’analyse cine´tostatique du LTPM isotrope de type “Tripteron” [Kong 02a] pour e´valuer
le couplage rigidite´ / dynamique de cette PKM. Il faudrait d’une part construire un mode`le
dynamique symbolique du Tripteron, et d’autre part appliquer la me´thode de rigidite´ sous
forme symbolique utilise´e dans le chapitre 4, pour ensuite relier les deux mode`les et obser-
ver l’influence simultane´e des parame`tres ge´ome´triques sur les performances dynamiques
et la rigidite´. Ceci permettrait d’e´valuer la viabilite´ d’une PKM de type LTPM isotrope
qui, si elle s’ave´rait, pourrait marquer le de´but du de´veloppement d’un prototype de PKM
a` translations prometteur. Aujourd’hui, deux prototypes de LTPM isotropes existent (voir
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Fig. 2.31 et 2.30 dans le paragraphe 2.2.3.3), mais ils ne sont pas encore de´veloppe´s pour
l’usinage.
2. L’analyse de rigidite´ de l’Orthoglide hyperstatique afin de mettre concre`tement en e´vidence
l’inte´reˆt de l’hyperstatisme pour la rigidite´. Cependant, comme on l’a dit dans le para-
graphe 4.10, c’est la distribution des couples qui pose proble`me, pas celle des efforts. Or
parmi les liaisons e´lastiques associe´es au pied, qui est la membrure critique, les plus nui-
sibles sont celles qui sont sollicite´es par les forces que la jambe transmet. Par conse´quent, il
se peut que la rigidite´ de l’Orthoglide hyperstatique ne soit pas force´ment tre`s supe´rieure
a` celle de l’Orthoglide isostatique. Par contre, l’hyperstatisme peut ame´liorer significa-
tivement la rigidite´ dans le cas ou` l’on prend en compte dans le mode`le compliant la
flexibilite´ des liaisons cine´matiques entre les membrures.
Ces perspectives ont un caracte`re applique´ et non fondamental, elles portent sur l’analyse et
la validation d’architectures prometteuses pour l’usinage 3 axes. Des re´sultats positifs (Tripteron
viable pour l’UGV, rigidite´ ame´liore´e pour l’Orthoglide) pourraient aider a` valoriser les PKM
aupre`s des industriels.
Une perspective plus large a` donner a` notre travail serait de le placer dans le contexte
de l’optimisation de PKM multiobjectifs ou multicrite`res, avec l’optimisation des indices de
performance cine´tostatiques WDR/W ou WDR/V et l’optimisation de la rigidite´. Une analyse
de sensibilite´ de la PKM a` optimiser [Caro 04] apporterait d’autres contraintes, et pourrait
eˆtre corre´le´e avec l’analyse de rigidite´ a` partir du mode`le symbolique. Des crite`res subjectifs a`
de´finir pourraient e´galement intervenir, comme l’orientation des axes de la machine. Il est clair
par exemple que l’orientation initiale des axes de l’Orthoglide est plus simple a` comprendre
pour l’utilisateur qui veut placer une pie`ce dans l’espace de travail que l’orientation diagonale
type HexaM (voir Fig. 3.25). Le choix de l’orientation des axes peut e´galement influer sur
l’accessibilite´ (et sur le dimensionnement des moteurs a` cause de l’orientation de la pesanteur,
mais ce crite`re n’est pas subjectif).
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Annexe A
Occurrence de configurations isotropes
pour les PKM a` translations munies de
liaisons actionne´es prismatiques
Cette annexe est une contribution qui n’est pour l’instant pas directement relie´e aux travaux du
chapitre 3. Elle rassemble des re´sultats sur l’occurence de configurations isotropes pour les PKM a`
translations e´tudie´es dans le chapitre 3. L’isotropie a un lien avec la notion d’EDR car une configuration
isotrope peut eˆtre conside´re´e comme un “poˆle” homoge´ne´¨ısant les performances cine´tostatiques d’une
PKM.
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Nous allons caracte´riser les configurations isotropes et lorsque c’est possible les continuum
d’isotropie de certaines des PKM planes et spatiales analyse´es dans le chapitre 3.
A.1 Le Biglide
Le Biglide posse`de tout un continuum d’isotropie : c’est une trajectoire continue le long de
laquelle le conditionnement de la matrice Jacobienne vaut 1 (Fig A.1).
Lieu du continuum d’isotropie
Fig. A.1 – Continuum d’isotropie du Biglide
Les deux FAV sont e´gaux le long du continuum, mais ils ne sont pas constants [Angeles 2003].
Cela signifie que λ1 = λ2, et donc le conditionnement κ(J) vaut 1. La variation des FAV le
long du continuum est limite´e (Fig. A.2), ce qui est inte´ressant car cela montre que l’isotropie
homoge´ne´¨ıse les performances cine´tostatiques [Majou 02a]. Inclure la plus grande partie possible
de ce continuum dans l’EDR peut aider a` de´terminer le positionnement optimal de l’EDR.
Fig. A.2 – FAV le long du continuum d’isotropie
Deux autres PKM planes de´rive´es du Biglide posse`dent un continuum d’isotropie. Chaque
continuum ve´rifie, comme le Biglide ci-dessus, les deux conditions e´nonce´es dans [Wenger 00]
et rappelle´es dans le paragraphe 3.1.2 : d’une part l’angle entre l’axe de la liaison prismatique
actionne´e et la barre mobile doit eˆtre le meˆme pour chaque jambe, d’autre part l’angle entre
les deux barres doit valoir pi/2.
On a repre´sente´ sur la Fig. A.3 les continnum d’isotropie du Biglide 2 et du Biglide 3.
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Les angles sont identiques 
Les barres sont 
P
Continuum d’isotropie
orthogonales
(a) Continuum d’isotropie du Biglide 2
Continuum d’isotropie
P
(b) Continuum d’isotro-
pie du Biglide 3
Fig. A.3 – Continuum d’isotropie du Biglide 2 et du Biglide 3
A.2 L’Orthoglide
Dans [Wenger 00], on de´crit les conditions permettant d’obtenir une configuration iso-
trope pour une PKM a` translations de type Delta line´aire, en prenant l’Orthoglide pour
exemple : l’angle entre l’axe de la liaison prismatique actionne´e Ti (voir Fig. 3.2) et l’axe
du paralle´logramme Wi doit eˆtre le meˆme pour chaque jambe i, et les vecteurs Wi de chaque
jambe doivent eˆtre orthogonaux les uns aux autres.
Contrairement au Biglide qui posse`de tout un continuum, l’Orthoglide posse`de une seule
configuration isotrope correspondant aux spe´cifications de´crites dans [Wenger 00]. Nous allons
le de´montrer.
A` l’isotropie, soient les points A, B, C les points d’attache des paralle´logrammes aux liaisons
prismatiques actionne´es. On sche´matise cette configuration sur la Fig. A.4.
On veut savoir si les points A (xA, 0, 0), B (0, yB, 0) et C (0, 0, zC) du te´trae`dre PABC (P est
confondu avec O a` l’isotropie) peuvent se de´placer le long des axes X, Y et Z tout en conservant
(PA) ⊥ (PB), (PA) ⊥ (PC), (PB) ⊥ (PC) et ‖PA‖ = ‖PB‖ = ‖PC‖ = L√(2)/2.
Supposons que le point C se de´place selon l’axe Z et devienne C′(0, 0, z′C).
Si z′C > zC , alors si on suppose que B
′C ′ =
√
z′2C + y
′2
B = L, alors on a y
′
B < yB
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B
L
X
Y
Z
o
A
P
C
Fig. A.4 – Sche´ma de l’Orthoglide a` l’isotropie
De meˆme si z′C > zC , alors si on suppose que A
′C ′ =
√
z′2C + x
′2
A = L, on obtient x
′
A < xA
D’ou` l’on obtient B ′A′ =
√
x′2A + y
′2
B < L, donc les conditions ne´cessaires pour que la
nouvelle configuration du te´trae`dre PABC soit une configuration isotrope pour l’Orthoglide ne
sont pas respecte´es.
On peut mener le meˆme raisonnement si z′C < zC , on aboutira a` B
′A′ =
√
x′2A + y
′2
B > L.
Il est donc impossible de de´placer le te´trae`dre PABC tel que l’Orthoglide reste en configu-
ration isotrope. L’Orthoglide posse`de donc une seule configuration isotrope. Cette configuration
e´tant a` notre sens un “poˆle homoge´ne´isant” pour les FAV, on comprend que le plus grand EDR
cubique prescrit dans [Chablat 03] soit quasiment centre´ sur cette configuration.
A.3 Le Y-Star
Le cas de la PKM Y-Star est ge´ome´triquement semblable a` celui de l’Orthoglide : par un
raisonnement analogue a` celui que l’on vient de mener, on montrerait que cette PKM posse`de
une seule configuration isotrope.
A.4 L’UraneSX
Dans le cas de l’UraneSX, il peut exister une configuration isotrope respectant les conditions
de´crites dans [Wenger 00], cela de´pend du rayon R du cylindre le long duquel se de´placent les
jambes.
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Sur la Fig. A.5, on a sche´matise´ l’UraneSX en configuration isotrope, en vue de coˆte´ et en
vue de dessus. Si une configuration isotrope existe, alors l’angle entre l’axe de la prismatique
et l’axe du paralle´logramme est le meˆme pour chaque jambe. Une configuration isotrope est
donc ne´cessairement situe´e sur l’axe de re´volution du cylindre de rayon R. Par conse´quent
si cette configuration existe, alors il existera tout un continuum d’isotropie passant par cette
configuration. Ce continuum sera une droite paralle`le aux axes des liaisons actionne´es, un peu
comme pour le Biglide 3.
Vue de dessus2L
Jambes 2 et 3
Jambe 1
L
R
pi/3
X
Y
B
C
P
X
P
Z
A
o
Vue de coté
Fig. A.5 – Sche´ma de l’Urane a` l’isotropie
Cherchons maintenant a` quelles conditions l’UraneSX posse`de un continuum d’isotropie.
Si L est la longueur des barres des paralle´logrammes, et si une configuration isotrope existe,
alors d’apre`s [Wenger 00] on a (PA) ⊥ (PB), (PA) ⊥ (PC), (PB) ⊥ (PC), et donc :
2Rcos(pi/6) = L
√
2/2
⇒ R = L
√
2/3 = 0.82L
Il faut donc : R = 0.82L
Le prototype de l’UraneSX respecte le crite`re d’encombrement de l’industrie Europe´enne
automobile : l’empreinte au sol ne doit pas de´passer 1.6 m de large [Company 02]. L’orientation
du prototype est telle que son empreinte au sol vaut 2R.
Les dimensions du prototype sont L = 1.3m et R = 7/13∗L = 0.7. On a donc bien 2R < 1.6,
le crite`re d’encombrement est respecte´. Par contre on a R = 1.066 < 0.82 ∗ 1.3. Le prototype
ne posse`de donc pas de continuum d’isotropie.
D’une certaine fac¸on, c’est un avantage. En effet, dans le paragraphe 3.5.4.1, on montre
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dans le Tab. 3.5 que lorsque R augmente, le volume de l’EDR cubique diminue, et donc par
conse´quent l’indice WDR/W . Cet exemple montre que la pre´sence d’une configuration isotrope
n’est pas une condition ne´cessaire pour posse´der un bon ratio WDR/W , meˆme si la moyenne
des bornes impose´es aux FAV dans l’EDR vaut 1, comme c’est le cas dans le paragraphe 3.5.4.1.
A.5 Le 3-UPU
Les conditions expose´es dans [Wenger 00] ne sont pas applicables au 3-UPU. Il existe une
configuration isotrope mais on ne peut pas la de´tecter avec ces conditions.
Annexe B
Influence de l’hyperstatisme sur la
rigidite´ de l’Orthoglide
Dans cette annexe nous allons montrer que l’hyperstatisme a peu d’influence sur la rigidite´ torsion-
nelle de l’Orthoglide, et donc que le mode`le de rigidite´ utilise´ dans le chapitre 4 base´ sur un Orthoglide
isostatique est re´aliste.
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Conside´rons par exemple un Orthoglide hyperstatique sur lequel seul un couple est applique´
selon l’axe Y , dans la configuration isotrope. Dans ce cas seules deux jambes sont sollicite´es
et, lorsque les actionneurs sont bloque´s on peut assimiler la structure a` celle repre´sente´e sur
la Fig. B.1. En effet, les liaisons cine´matiques de type pivot constituant le paralle´logramme
de´formable sont conside´re´es rigides car elles ne font que transmettre le couple T . Quant aux
liaisons e´lastiques lie´es au pied...
Le proble`me qui se pose est de savoir comment se re´partit le couple entre la jambe 1 et la
jambe 2.
Z
X
Y
T
??
Jambe 1
Jambe 2
Plate−forme mobile
Fig. B.1 – Structure simplifie´e de l’Orthoglide hyperstatique lorsque seul un couple est applique´
Mode´lisons tout d’abord pour chaque jambe la flexibilite´ torsionnelle lie´e au paralle´logramme :
une liaison e´lastique virtuelle L1 correspondant a` la flexibilite´ de la jambe 1 sollicite´e par le
couple, et une liaison e´lastique virtuelle L2 correspondant a` la flexibilite´ de la jambe 2 sollicite´e
par le couple (Fig.B.2).
LL1 2
Z
X
Y
T
Fig. B.2 – Flexibilite´s des paralle´logrammes de la jambe 1 et de la jambe 2
Soit k1 la raideur associe´e a` la flexibilite´ du paralle´logramme de la jambe 1, on l’a de´ja`
calcule´e au paragraphe 4.2.3, c’est la flexibilite´ du paralle´logramme en tension diffe´rentielle,
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qui vaut a` l’isotropie :
k1 =
ESBd
2
2LB
Soit k2 la raideur associe´e a` la flexibilite´ du paralle´logramme de la jambe 2, c’est la flexibilite´
du paralle´logramme en flexion diffe´rentielle (Fig. B.3).
F
Z
X
Y
L B
Jambe 2
d
δ θ
T
Fig. B.3 – Flexibilite´ en flexion diffe´rentielle du paralle´logramme de la jambe 2
Pour calculer k2, il faut connaˆıtre la relation entre la fle`che δ et le couple T . D’apre`s les lois
et mode`les de la RdM, on a :
δ =
FL3B
3EIB
avec F =
T
d
or on a θ ' δ
d/2
donc on a θ ' 2TL
3
B
3EIBd2
On obtient la raideur torsionnelle k2 :
k2 =
T
θ
' 3EIBd
2
2L3B
On suppose la plate-forme mobile infiniment rigide par rapport aux autres membrures. Dans
ce cas, le couple T se re´partit entre la jambe 1 et la jambe 2 de telle fac¸on que la rotation de la
plate-forme mobile provoque´e par la jambe 2 soit e´gale a` la rotation de la plate-forme mobile
provoque´e par la jambe 1.
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Soient T1 le couple transmis par la jambe 1 et T2 le couple transmis par la jambe 2, tels que
T1 +T2 = T . Comme la rotation de la plate-forme mobile due a` la jambe 1 est e´gale a` celle due
a` la jambe 2, on a :
T1
k1
=
T2
k2
c’est-a`-dire
T1
T2
=
k1
k2
' L
2
BSB
3IB
Avec les parame`tres ge´ome´triques du prototype, l’application nume´rique donne :
T1
T2
' 2669
On a donc a` l’isotropie :
T1  T2
C’est-a`-dire que c’est la jambe 1 qui encaisse presque tout le couple T . L’hyperstatisme de
l’Orthoglide ne change donc presque rien a` la rigidite´ de l’Orthoglide.
Ce re´sultat est valable a` l’isotropie. Pour le valider ailleurs dans dans l’EDR, il faut prendre
en compte le fait que k1 et k2 de´pendent de la position Carte´sienne. En effet on a (voir Fig. 4.9
pour les parame`tres) :
k1 =
ESBd
2 cos(β)
2LB
et k2 ' 3EIBd
2
2L3B cos
2(β) cos2(θ)
Et donc :
k1
k2
=
L2BSB cos
3(β) cos2(θ)
3IB
Dans l’EDR de´termine´ dans [Chablat 03], on a au maximum :
−20 deg ≤ β ≤ +20 deg − 20 deg ≤ θ ≤ +20 deg
C’est-a`-dire que dans le pire des cas on a :
T1
T2
' 1955
Le raisonnement effectue´ a` l’isotropie reste valable car on conserve bien :
T1  T2
Annexe C
Expressions symboliques des κij
L’analyse parame´trique de la rigidite´ de l’Orthoglide a e´te´ mene´e a` partir de la matrice de com-
pliance obtenue sous forme symbolique. En un point quelconque de l’espace de travail, les e´le´ments
de cette matrice ne sont pas visualisables tels quels car leur expression symbolique occupe plusieurs
pages. Dans cette annexe nous donnons des exemples d’expressions symboliques pour illustrer cela.
Ces expressions ont e´te´ simplifie´es au maximum a` l’aide du logiciel MAPLE.
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C.1 Simplification des expressions symboliques
Pour simplifier le calcul des expressions symboliques des e´le´ments κij de la matrice de
compliance avec le logiciel MAPLE, nous avons utilise´ des astuces simples. Nous pensons qu’elles
peuvent eˆtre utiles pour d’autres analyses parame´triques de rigidite´ de PKM. C’est pourquoi
nous les mentionnons dans cette annexe.
Nous avons par exemple utilise´ les termes P12 =
√
LB
2 − x2 − y2, P23 =
√
LB
2 − y2 − z2,
P13 =
√
LB
2 − x2 − z2, P1 =
√
LB
2 − x2, P2 =
√
LB
2 − y2, et P3 =
√
LB
2 − z2 pour faciliter
les calculs et les simplifications automatiques sous MAPLE. Ces termes Pi ou Pij apparaissent
a` de nombreuses reprises dans le mode`le ge´ome´trique de l’Orthoglide.
Nous avons e´galement se´pare´ la simplification du nume´rateur Nκij et du de´nominateur Dκij
de chaque e´le´ment κij. Les temps de calcul sous MAPLE s’en trouvent largement re´duits. Nous
avons simplifie´ Nκij et Dκij en utilisant notamment la fonction MAPLE factor qui a permis de
re´duire conside´rablement le volume des expressions symboliques.
Nous allons d’ailleurs pre´senter trois exemples d’expressions symboliques d’e´le´ments κij afin
de montrer jusqu’a` quel volume ces expressions, meˆme simplifie´es, peuvent parvenir et pourquoi
il est alors impossible de les visualiser telles quelles.
C.2 Trois exemples d’expressions symboliques des κij
C.2.1 Expressions les moins volumineuses
Les expressions symboliques les moins volumineuses sont celles des e´le´ments κ11, κ22, κ33.
Nous pre´sentons l’expression de κ11 a` titre d’exemple :
κ11(x, y, z, P1, P2, P3, P12, P13, P23, Lf , hf , bf , λ, d, LB, SB, e, kact, Ealu) =
−2/5 ∗ (5h3fL2Bb3f + 5hfL2Bb5f + 45d2SBcos(λ)2LfP2h2f + 78d2SBb2fLfP2 −
33b2fd
2SBcos(λ)
2LfP2)(2x
2z4 − 2P23P12y2zx+ 2P23P13xyL2B − 2P23P13y3x− 2P23P13yx3 −
2P23P12xz
3 − 2P23P12x3z + 2L2BL2Bz2 − L2Bz4 − 2zy3P12P13 − 2z3yP12P13 − 3L2Bx2z2 −
2y2x2z2 + L4By
2 − L2By4 + L4Bx2 − L2Bx4 + 2x4z2 + 2y2x4 + 2y4x2 − 3L2Bz2y2 − 2L2Bx2y2 +
L2Bx
2L2B + L
2
BL
2
By
2 − L2BL4B − L2Bz2y2 − 2L2Bx2y2 + 2z2y4 − L2Bx2z2 + 2z4y2 + 2P23P12xzL2B −
2P13P12zyx
2 − 2P23P13yxz2 + 2P13P12zyL2B − 4xzyP23P13P12 + 4y2xz2P23 + 4yx2z2P13 +
4y2zx2P12)/(hfEalub
3
fSBd
2P2(b
2
f + h
2
f )(−yzP23 + 2yzx− P13zx− P12xy + P12P13P23)2)
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C.2.2 Moyennement volumineuses
Les expressions de κ14, κ15, κ16, κ24, κ25, κ26, κ34, κ35, κ36 sont un peu plus volumineuses
que celles de κ11, κ22, κ33. Nous pre´sentons l’expression de κ14 a` titre d’exemple :
κ14(x, y, z, P1, P2, P3, P12, P13, P23, Lf , hf , bf , λ, d, LB, SB, e, kact, Ealu) =
−2/5 ∗ yz(−5P23b5feP13L2B3hfy2 − 15xy2b2fd2SBcos(λ)L2fP23P2 +
135d2SBcos(λ)
2eLfP23P2yzh
2
fx+ 30d
2SBcos(λ)L
2
fP2y
2zh2fx+ 5b
3
feP23P23L
2
B3
h3fz
2 +
5b5feP13P23L
2
B3
xhfy + 5b
5
feP23P23L
2
B3
x2hf − 5b5feP23P23L2B3hfyz + 5b5feP23P23L2B3hfz2 −
5b5feP23P23L
2
B3
hfL
2
B − 5b3feP23P23L2B3h3fL2B − 5P23b3feP13L2B3h3fx2 − 5P23b3feP13L2B3y2h3f +
5P23b
3
feP13L
2
B3
yzh3f + 5P23b
5
feP13L
2
B3
hfyz − 5P23b5feP13L2B3x2hf − 78d2SBb2feP23LfP13P23P2z +
234d2SBb
2
feLfP23P2yzx+ 78d
2SBb
2
feLfP23P2yz
2 − 78d2SBb2feLfP23P2xy2 −
234d2SBb
2
feLfP13P2yzx+ 78d
2SBb
2
feLfP2x
3y − 78d2SBb2feP23LfP13P2y2 −
78d2SBb
2
feP23LfP23P2L
2
B + 78d
2SBb
2
feP23LfP23P2z
2 + 78d2SBb
2
feP23LfP23P2x
2 −
78d2SBb
2
feLfP2xz
3 + 78d2SBb
2
feP23LfP13P2L
2
B3
+ 5b3feP13P23L
2
B3
xh3fy − 5b3feP13P23L2B3xh3fz +
78d2SBb
2
feLfP13P2xz
2 + 15xh2fyd
2SBcos(λ)L
2
fP13P23P2 + 15yh
2
fd
2SBP23cos(λ)L
2
fP13P23P2 −
5b3feP23P23L
2
B3
yzh3f + 5b
3
feP23P23L
2
B3
h3fx
2 + 15yb2fd
2SBP23cos(λ)L
2
fP13P23P2 −
99b2fd
2SBcos(λ)
2eLfP23P2yzx+ 33b
2
fd
2SBecos(λ)
2LfP2zx
3 − 15b2fd2SBcos(λ)L2fP23P23P2L2B −
33b2fd
2SBecos(λ)
2LfP2x
3y + 15b2fd
2SBcos(λ)L
2
fP23P23P2x
2 − 15xh2fy2d2SBcos(λ)L2fP23P2 −
15y2zh2fd
2SBP23cos(λ)L
2
fP2 − 15y2zb2fd2SBP23cos(λ)L2fP2 + 15d2SBcos(λ)L2fP2xh2fzL2B −
15d2SBcos(λ)L
2
fP2zh
2
fx
3 − 15d2SBcos(λ)L2fP2xh2fz3 + 33b2fd2SBecos(λ)2LfP2xyL2B3 −
66b2fd
2SBecos(λ)
2LfP2y
2zx+ 66b2fd
2SBecos(λ)
2LfP2yxz
2 − 33b2fd2SBecos(λ)2LfP2xzL2B +
33b2fd
2SBcos(λ)
2eLfP23P2xy
2 − 45d2SBcos(λ)2eLfP23P2xh2fy2 − 78d2SBb2feP23LfP23P2yz −
15b2fd
2SBcos(λ)L
2
fP2zx
3 + 45d2SBeP23cos(λ)
2LfP13P23P2yh
2
f + 78d
2SBb
2
feP23LfP13P2yz +
33b2fd
2SBecos(λ)
2LfP2xz
3 − 78d2SBb2feLfP13P23P2xz − 156d2SBb2feLfP2yxz2 +
78d2SBb
2
feLfP13P23P2xy − 78d2SBb2feLfP2zx3 − 78d2SBb2feLfP2xyL2B3 −
78d2SBb
2
feLfP23P2y
2z+78d2SBb
2
feLfP2xy
3−78d2SBb2feP23LfP13P2x2+156d2SBb2feLfP2y2zx+
78d2SBb
2
feLfP2xzL
2
B + 78d
2SBb
2
feP23LfP13P23P2y − 45d2SBeP23cos(λ)2LfP23P2h2fL2B −
15b2fd
2SBcos(λ)L
2
fP2xz
3 + 45d2SBeP23cos(λ)
2LfP23P2h
2
fz
2 + 15d2SBcos(λ)L
2
fP23P23P2h
2
fx
2 −
33b2fP23d
2SBcos(λ)
2eLfP13P2yz − 45d2SBeP23cos(λ)2LfP23P2yzh2f +
45d2SBeP23cos(λ)
2LfP23P2h
2
fx
2 + 15d2SBcos(λ)L
2
fP23P23P2h
2
fz
2 +
45P23d
2SBcos(λ)
2eLfP13P2h
2
fL
2
B3
− 90d2SBcos(λ)2eLfP2yz2h2fx−
45d2SBcos(λ)
2eLfP2xh
2
fyL
2
B3
− 33b2fd2SBeP23cos(λ)2LfP23P2z2 −
33b2fP23d
2SBcos(λ)
2eLfP2yz
2 + 33b2fd
2SBeP23cos(λ)
2LfP23P2yz −
45P23d
2SBcos(λ)
2eLfP13P2y
2h2f + 33b
2
fP23d
2SBcos(λ)
2eLfP2y
2z +
45d2SBcos(λ)
2eLfP2y
3h2fx+ 45d
2SBcos(λ)
2eLfP2yh
2
fx
3 − 33b2fd2SBeP23cos(λ)2LfP23P2x2 +
33b2fd
2SBeP23cos(λ)
2LfP23P2L
2
B + 45d
2SBcos(λ)
2eLfP2xh
2
fzL
2
B −
33b2fd
2SBecos(λ)
2LfP13P2xz
2 + 15b2fd
2SBcos(λ)L
2
fP23P23P2z
2 − 45d2SBcos(λ)2eLfP2zh2fx3 −
45d2SBcos(λ)
2eLfP2xh
2
fz
3 + 99b2fd
2SBecos(λ)
2LfP13P2yzx+ 90d
2SBcos(λ)
2eLfP2y
2zh2fx−
45d2SBeP23cos(λ)
2LfP13P23P2h
2
fz − 45yzxb2fd2SBcos(λ)L2fP13P2 +
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15yzh2fd
2SBP23cos(λ)L
2
fP13P2 +15yzb
2
fd
2SBP23cos(λ)L
2
fP13P2− 45yzh2fxd2SBcos(λ)L2fP13P2 +
15xyb2fd
2SBcos(λ)L
2
fP13P23P2 − 33b2fd2SBecos(λ)2LfP2xy3 − 45d2SBeP23cos(λ)2LfP2y2zh2f +
45d2SBeP23cos(λ)
2LfP2yh
2
fz
2 − 45d2SBecos(λ)2LfP13P23P2xh2fz −
135d2SBecos(λ)
2LfP13P2yzh
2
fx+15b
2
fd
2SBcos(λ)L
2
fP2xzL
2
B+33b
2
fd
2SBecos(λ)
2LfP13P23P2xz+
45d2SBecos(λ)
2LfP13P23P2xh
2
fy + 33b
2
fd
2SBeP23cos(λ)
2LfP13P23P2z −
33b2fd
2SBecos(λ)
2LfP13P23P2xy + 30b
2
fd
2SBcos(λ)L
2
fP2y
2zx−
33b2fd
2SBeP23cos(λ)
2LfP13P23P2y + 33b
2
fP23d
2SBcos(λ)
2eLfP13P2x
2 +
45d2SBecos(λ)
2LfP13P2xh
2
fz
2 − 33b2fP23d2SBcos(λ)2eLfP13P2L2B3 +
33b2fP23d
2SBcos(λ)
2eLfP13P2y
2 − 15d2SBcos(λ)L2fP23P23P2h2fL2B +
45P23d
2SBcos(λ)
2eLfP13P2yzh
2
f − 45P23d2SBcos(λ)2eLfP13P2h2fx2 − 5b5feP13P23L2B3xhfz +
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C.2.3 Tre`s volumineuses
Les expressions symboliques les plus volumineuses sont celles des e´le´ments κ44, κ55, κ66, κ45,
κ46, κ56. Nous pre´sentons l’expression de κ44 a` titre d’exemple :
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